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第 一 章 基本 概念 


由 牛顿 (Newton, 1642 一 1727) 和 莱 不 尼 兹 (Leibniz, 1646 一 
1716) 匠 创立 的 微 积分 ,是 人 类 科学 史上 划时代 的 重大 发 现 . 而 敏 
积分 的 产生 与 发 展 ,和 人 们 求解 微分 方程 的 需要 有 密切 关系 . 所 谓 
微分 方程 ,就 是 联系 着 自 变 量 , 未 知 遂 数 , 以 及 未 知 男 数 的 导数 的 
方程 .物理 学 ,化 学 ,生物 学 ,工程 技术 和 某 些 社会 科学 中 的 大 县 问 
题 一 旦 加 以 精确 的 数学 摘 述 ,往往 会 出 现 微分 方程 , 在 本 书 的 各 章 
中 将 举 出 各 种 不 同 的 引导 到 微分 方程 的 实际 例子 . 一 个 实际 问题 
只 要 转化 为 微分 方程 ,那么 问题 的 解决 就 有 乏 于 对 微分 太 程 的 研 
究 , 就 是 在 数学 本 身 的 一 些 分 支 中 ,微分 方程 也 是 经 常用 到 的 重要 
工具 之 …' 本 教程 糙 主 要 介绍 常 微 分 方程 的 基本 理论 和 某 些 基本 
方法 . 

我 们 首先 在 本 童 中 纵 出 微分 方程 及 其 解 的 定义 ,和 它们 的 几 
何 解 释 ， 对 这 些 内 容 的 理解 需要 在 以 后 阁 章 中 进行 反复 和 加 深 : 


$ 1. 微分 方程 及 其 解 的 定义 


利用 数学 手段 研究 自然 现象 和 社会 现象 ,或 解决 工程 技术 出 
题 . 一 般 党 要 建立 数学 模型 ,再 对 数学 模型 进行 简化 和 求解 ,最 后 
结合 实际 问题 对 结果 进行 分 析 和 讨论 ， 数学 模型 最 常见 的 天 达 方 
式 , 是 包含 自 变 量 和 未 知 盟 数 的 函数 方程 在 很 多 情形 下 ,未 知 隔 
数 的 导数 也 会 证 方程 中 出 现 , 例如 ,用 和 牛顿 第 二 运动 定律 列 出 质点 
的 运动 方程 时 ,就 要 出 现 质 点 位 移 ( 未 知 阔 数 ) 对 时 间 ( 自 变量 ; 的 
二 阶 导数 . _ 

更 在 ,我 们 给 出 如 下 一 般 的 定义 ， 


一 一 一 人 onemovnocie i 
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定义 1 ”凡是 联系 自 变 量 z* 这 个 自 变 量 的 未 知 通 数 了 一 yx)》， 
及 其 直到 二 阶 导 数 在 内 的 函数 方程 
Ff{ayysy "sy y= 0 《1. 1) 
叫 作 澡 微分 方程 了 ,其 中 导数 实际 出 现 的 最 高 阶 数 叫 作 常 微分 方 
程 61. 1) 的 阶 . 
人 向 如 ,下 面 的 方程 都 是 常 微分 方程 : 


dy 1 

Tr 十 TY (x = 0) Cl. 2) 
dy . 

尘 一] 十 名， (1. 3) 
"十 y= (1. 4) 
5 十 a9 = 0，《〈- 表示 所 ,常数 4 之 0)， (1, 5) 


在 前 三 个 方程 中 ,zx 是 自 变 量 , y 是 未 知 函 数 ; 在 最 后 一 个 方程 中 ， 
i 是 自 变 量 , 9 是 未 知 函 数 . 前 两 个 方程 都 是 一 芥 的 ;后 两 个 方程 都 
是 二 阶 的 . 

在 常 微分 方程 1. 1) 中 如 果 右 端 函 数 只 对 未 知 函 数 ! 和 它 的 
各 阶 导数 普 ,… ,y'" 的 全 体 而 言 是 一 次 的 , 则 称 它 是 线性 常 微 分 
方程 . 否则 称 它 为 非 线 性 常 微 分 方程 . 例如 ,党 微分 方程 1. 27 和 
Cl. 5) 是 线性 的 ;1. 3) 和 (1. 4) 是 非 线性 的 . 

我 们 在 定义 1 中 把 补 分 方程 人 4, 1) 冠 以 * 常 ? 字 , 指 的 是 未 知 函 
数 是 一 元 的 .如 果 未 知 函 教 是 多 元 的 , 则 微分 方程 中 将 出现 偏 导 
数 ,我 们 自然 把 这 种 方程 叫 作 偏 微分 方程 . 例如 


= 下 十? 引 十 ?处 十 了 一 10 
是 一 阶 线性 仿 微 分 方 径 , 其 中 *，y 和 = 为 自 变 量 ， 了 一 fagyz) 为 


全 这 里 的 疡 是 一 个 关于 变 元 zf gm 的 给 定 的 巴 振 函数 , 因此 ,诸如 和 
一 8 和 C2) 一 3 一 1) 之 类 的 方程 就 不 是 常 往 分 方程 ， 


机 和 
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未 知 罗 数 ; 

Fu Pu 

Ee 十 Bs 一 了 
为 二 阶 线性 偏 微分 方程 ,其 中 xz 和 ?为 自 变 量 , 2 一 w(z,y) 为 未 刊 
肖 数 . 


本 书 主要 介绍 常 微分 方程 ,除了 第 十 一 章 外 ,所 说 的 微分 方程 
都 是 指 常 微分 方程 ,有 时 就 索性 简称 为 方程 . 

定义 2 设 函 数 y = oltr) 在 区 间 7 上 连续 ,上 且 有 直到 阶 将 导 
数 . 如 果 把 y 一 p(x) 及 其 相应 的 各 阶 导数 代入 方程 51.1) ,得 到 关 
于 = 的 恒等式 ， 即 

Flrs Pr) ep Ca) sr PE = 0 

对 一 切 x € J 了 部 成 立 ; 邮 y= gtz》 叫 作 微分 方程 C1.1) 在 区 间 J 下 
的 一 个 解 . 

例如 ,从 定义 2 可 以 直接 验证 : 

1) 玖 数 y 一 证 *' 是 微分 方程 (1.2) 在 区 间 ( 一 oo,0) 或 区 何 


(0, 十 co) 上 的 一 个 解 ;9 一 二 十 二 s+ 也 是 方程 (1.2) 在 同样 区 间 
上 的 一 个 解 - 而 且 对 任意 的 常数 ， 
¥ 一 二 十 二 2 


都 是 方程 (1. 2) 在 同 祥 区 间 上 的 解 . 但 y = C 十 圭 z*(C 天 0) 不 是 
这 个 方程 的 解 ， 
2) y 一 8+ 是 微分 方程 (1, 3) 在 区 间 (一 地 ,也 》 上 的 一 个 解 ; 


而 y== tglz 一 0) 是 方程 (1. 3) 在 区 间 (C 一 子 ,C 十 子 》 上 的 一 个 
解 ,其 中 C0 为 任意 常数 .但 y 一 C 嫩 rz (0 关 1) 不 是 解 ， 

3) 冰 数 6 一 3sinat 和 68 二 7cosat 都 是 微分 方程 (1.5) 在 区 阿 
(一 cos 十 ce) 上 的 解 . 而 且 对 任意 的 常数 0, 和 Cs， 


二 Csinat + Ceogat 
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学 是 方程 (. 5 在 区 间 (一 seo, 十 se) 上 的 解 ， 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 知道 ,微分 方程 的 解 可 以 包含 一 个 或 几 
任意 常数 (与 方程 的 阶 数 有 关 ) ,而 有 的 解 不 包含 任意 常数 . 为 了 
洲 以 区 别 , 我 何 给 出 如 下 定义 ， 

定义 3 设 4 阶 微分 方程 (1. 1 的 解 了 一 p(z,elycs On) 包 
舍 # 个 独立 的 任意 常数 ,02，… ,Cn, 则 称 它 为 通 解 ;如 果 微 分 方程 
.1 的 解 # 二 p(z) 不 包含 任意 常数 ,人 则 称 它 为 特 解 ， 

这 里 说 ?个 尾 意 常数 Ci,ca,…os 是 独立 的 ,其 会 多 是 8， 
0 有 关于 Cave 的 Jacobi 行 列 式 


Dp.p ,: 0D] 
PPLC Case Cn | D0, 


其 中 gy -D 分 别 是 % 关 于 自 变量 z 的 相应 导数 . 

容易 看 出 8 一 Cisinat 十 Cacosat 是 方程 (1. 5) 的 通 解 (请 读者 
根据 定 六 3 来 验证 这 个 结论 ); 而 6 二 3sinat 和 8 二 7cosat 都 是 方 
强 培 .5) 的 特 解 . 

显然 , 当 任 意 常数 一 量 确 定之 后 , 通 解 也 就 变 成 了 特 解 . 

下 面 我 们 以 简单 的 自由 薄 体 问题 为 例 ,说 明 微 分 方程 及 其 通 


租 和 特 解 的 某 些 实 际 背 景 . 
所 谓 自 由 落体 运动 , 指 的 是 
只 考 虚 恒 力 对 落体 的 作用 ,而 忽 。 . " 
路 空气 阻力 等 其 它 外 力 的 影响 ， sd 


参看 图 1-1. 设 落体 8B 作 敌 直 于 地 
曾 的 运动 , 取 党 标 轴 # 从 地 面 垂 
吉 向 上 上 , 问 是 是 : 沙 体 的 位 置 尚 
标 ? 一 YY 如 和 何 随 时 间 上 变化? 

润 为 了 = 一 Ya 表示 所 的 位 置 
坐标 ,所 以 它 对 二 的 -~ 阶 导数 5 二 
y(0) 表示 互 的 瞬时 速度 一 愉 昌 ; 图 1.1 
而 - 阶 导 数 y = 8Yb 则 表示 互 的 
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瞬时 如 速度 * 一 “50), 假设 吾 的 质量 为 m, 重 力 加 速度 为 红 在 地 面 
附近 , 它 近 似 于 常数 ,通常 取 g 二 9. 80 米 / 秒 *), 则 由 牛顿 第 二 运 
动 定 律 得 出 | 

Ht 一 
于 式 右 端 出 更 负 号, 是 由 于 B 所 受 的 重力 与 y 轴 的 正方 向 相 友 . 这 
样 我 们 得 到 一 个 微分 方程 

y= yg. {1.6) 
为 了 得 出 落体 的 运动 规律 ,需要 求解 这 微分 方程 . 
在 (1. 6) 两 侧 对 1 积分-… 次 ,得 到 


其 中 Ci 是 一 个 任意 常数 ;再 把 (1.7) 对 上 积分 一 次 ,就 得 
¥ 一 一 二 Cit 二 Cas (1. 8) 


其 中 C; 是 男 一 个 任意 常数 . 易 知 {1. 8) 是 微分 方程 (1. 6) 的 通 解 . 

内 此 , 通 解 (1. 8) 就 表示 自由 落体 的 运动 规律 . 在 (1.8) 中 包 
含 两 个 任意 沿 数 ,这 说 明 微分 方程 (1. 6) 有 无 穷 多 个 解 . 对 求解 结 
果 的 这 种 不 确定 性 ,该 如 何 解释 呢 ? 如 朵 检查 一 下 我 们 景 初 对 问 
题 的 提 法 ,就 会 发 现 我 们 所 作 的 唯一 假定 仅 是 某 物 体 作 自由 落体 
运动 , 始 没 有 指明 物体 在 下 落 的 初始 时 刻 ( 二 0) 的 位 车, 又 没有 
给 出 在 初始 时 刻 的 速度 . 而 方程 Q.6) 所 表达 的 , 止 是 物体 自由 下 
落 时 在 任意 瞬间 ! 所 满足 的 关系 式 . 然而 .容易 明了 ,在 同一 时 记 
从 不 同 高 度 和 (或 以 不 同 初速 度 自由 下 落 的 物体 ,将 表现 为 不 同 
的 运动 . 这 就 顷 槛 考察 落体 B 在 初始 时 刻 忆 二 0) 的 位 置 和 速度 , 邯 
下 面 的 韧 值 条 件 ， 
yO07) = yor FCO) = wo, 1.9) 
其 中 加 各 是 已 知 的 数据 (通常 由 测量 得 到 ) 把 条 储 (1.9) 分 别 
代 六 (8 和 (1.7) 商 式 ,推出 

r= | = ty, 


这 样 ,在 初 值 条 件 (1. 9) 下 ,从 微分 方程 人 1. 6) 叭 一 地 确定 -个 解 


[rr Ta 
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= 一 vt (C1. 10» 


它 描述 了 具有 初始 高 度 yo 和 初始 速度 we 的 自由 落体 运动 . 
我 们 称 <1. 10? 是 初 值 问题 
8 一 一 9， 
| yD) = yo C0) = wm 
的 解 . 有 时 也 把 初 值 问题 51, 11) 记 为 (1.6) 十 《1.93)， 初 值 问 题 又 
名 柯 西 问题 ， 
从 上 面 简单 实 合 的 分 析 中 ,可 以 得 出 下 面 的 启示 ; 
第 -~, 微 分 方程 的 求解 ,与 一 定 的 积分 运算 相 联 系 ， 因此 也 常 
把 求解 微分 方程 的 过 程 称 为 积分 一 个 微分 方程 ,而 把 微分 方程 的 
解 称 为 积分 . 由 于 每 进行 一 次 不 定 积 分 运算 ,会 产生 :一 个 任意 常 
数 ,因此 仅 从 微分 方程 本 身 去 求解 (不 顾及 定 解 条 件 ), 则 = 阶 方程 
-的 解 应 该 包含 "个 任意 常数 
第 二 ,微分 方程 所 描述 的 是 物体 运动 的 瞬时 (5 局部) 规律 - 求 
解 微分 方程 ， 就 是 从 这 种 瞬时 (局 部 ) 规律 出 发 ,去 获得 运动 的 全 
过 程 . 为 此 ,需要 给 定 这 一 运动 的 一 个 初始 状态 ( 即 上 述 初 值 条 
件 ?, 并 以 此 为 基点 去 推断 这 一 运动 的 未 来 ,同时 也 可 扎 漳 它 的 过 
去 , 对 于 # 阶 微分 方程 (1. 1) , 初 值 条 件 的 一 般 提 法 是 
yr0) 一 Yor F Co) 一 yo, yD (go) = yo 1), C1, 12) 
其 中 四 是 自 变 量 的 基 个 取 定 的 初 值 , 而 如， 久 oom，%t1 是 未 知 
涌 数 及 其 相应 导数 的 给 定 的 初 值 . 这 样 , 不 失 一 般 性 ,= 阶 微分 方 
程 的 初 值 问 题 可 以 提成 如 下 形式 
| 六 (87 = Pr yo gt), 
Yr0) = Yor FF0) = yor, Fr0) = go 1). 
(1, 13》 
自然 要 问 ; 当 函数 满足 什么 条 件 时 , 初 秆 问题 (1. 13) 的 解 是 
存在 的 ,或 者 更 进一步 ,是 存在 而 且 唯 一 的 ? 这 是 带 微 分 方程 理论 
中 的 一 个 基本 问题 . 在 第 三 章 中 我 们 将 就 4 = 1 的 情形 进行 证 明 ， 


1, 11) 
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只 槛 严 是 连续 的 , 则 初 值 问 题 (1. 13) 的 解 ( 局 部 ) 存在 . 并 在 某 些 
附加 条 件 下 证 明 解 的 存在 和 唯一 性 ， 我们 将 在 第 五 章 中 把 这 些 结 
果 自 然 地 推广 到 实 2 的 情形 . 

除了 初 值 条 件 外 ,另外 一 种 常 殉 的 定 解 条 件 是 边 值 条 件 ( 参 看 
第 五 章 的 悬 链 线 之 例 ) ,在 第 九 章 中 我 们 将 对 边 信 问题 作 一 简要 的 
介绍 . 

结束 本 节 之 前 ,我们 对 4 阶 方程 的 通 解 中 所 包含 的 a 个 任意 

常数 的 独立 性 作 一 志 说 明 . 

如 上 所 说 ,一 个 # 阶 微分 方程 的 通 解 包含 4 个 独立 的 任意 常数 
(严格 的 证 明 见 第 十 音 》， 

反之 ,对 于 一 个 关于 自 变 量 z 是 ”次 可 微 的 ,而 且 包 含 a 个 独 
立 的 参数 (任意 常数 )C1,02，"…' ,Gr 的 函数 著 , 存 在 一 个 形 如 (1 1) 
的 # 阶 微分 方程 ,使 得 该 水 数 族 恰好 是 它 的 通 解 . 

我 们 先 来 看 一 个 例子 . 

芷 例 1】 求 双人 参数 函数 族 


¥ 一 人 ereosyY 十 Caersinz {1,14) 


所 满足 的 微分 方程 
解 ”把 (1.14) 对 > 先后 求 导 讽 次 ,得 铀 
及 一 Cierfcosz 一 Sinz) 十 Certsinx 十 eosyy， (C1. 157 


DIC C2) erfcosz — sinz} etsin% + cosr) 
这 说 明 (1. 14) 中 包含 的 两 个 尾 意 常数 C1 和 Cs 是 独立 的 . 据 此 ,可 
有 愉 51. 14) 和 ,15) 两 式 解 出 C 和 Ca 作为 xy 和 的 函数 , 即 
| 一 ez[L3yfsiny 十 easzy 一 2rsinz]， 
Ca 一 oe *[ylsinz 一 oosz》 十 ycogr |. 
然后 把 它们 代入 (1. 16) 式 , 得 到 一 个 二 阶 微分 方程 
所 一 于 十 好 一 0 《1. 17) 


2 =e 2sinz) + Crer (Dcosz). (C1,16) 
从 (11.14) 和 {1. 15) 两 式 可 知 Jacobi 行列 式 
2 , 
Dr) | Cosz ean = ez 


phi ebp the Fe ii mn 下 
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这 就 是 函数 恋 (1. 14) 所 满足 的 微分 方程 因此， 双 参 数 的 沙 数 族 
Cl. 14) 是 二 阶 微分 方程 (1. 17) 的 通 解 ，1 

下 面 ,我 们 把 例 1 中 的 方法 推广 到 一 般 情形 . 这 里 要 用 到 多 
元 微分 学 中 的 隐 函 数 定 理 , 和 某 些 较 复 杂 的 记号 . 初学 者 可 以 者 时 
不 必 有 细 究 这 一 部 分 内 容 , 等 以 后 结合 第 十 章 首次 积分 的 理论 ,回头 
再 来 看 它 ,就 会 变 得 十 分 了 然 . 

考虑 对 自 变量 >* 有 =” 次 连续 导数 的 函 表 族 


# 一 mR Cl wa (1. 8) 
一 1 
其 中 CCo ,Co 是 独立 的 , 即 ，m， 怨 ， 型 ,， 对 CC 
存在 连续 偏 导数 ,而 且 Jacobi HR 
dp, Pig] . 
有 | pe,.， "一 了 | 9 
pe Garets] (1. 地 > 
对 CO CoC 捷 蝇 守 相 和 zz 所 J 成 立 ， 
将 (i.18) 对 + 逐次 求 导 ,可 得 
| 可 3p ... 
一 Be CTOs sn), 
(1. 20) 
dy 
了 一 Sr, 3 "Cn). 
条 作曲 .19》 保证 我 们 能 利用 隐 丙 数 定理 ， 从 Cl. 18) 和 (1 20) 
的 前 ， 一 1 个 等 式 中 确定 以 zy 型 ,… ,地 为 变 元 的 隐 函 数 ， 
{ dy dl 
| La = NE ey Li | 人 
(1. 21) 
i ly 本 dt 上 
Ca 一 gol zs， "fer 让. 


有 把 41. 21) 代入 (1. 20) 的 最 后 一 个 等 式 ,就 得 到 个 如 下 的 4 阶 


$ 1， 滞 分 方程 及 其 解 的 定 文 9 


微分 方程 

dy _ Ppl gy dly dy ee] 

dr 一 和 CE zy | ,ge Ts re? | 下 
【1. 22) 


方程 (1. 22) 基 方 程 (1. 1) 的 特殊 形式 . 

注意 到 (1. 18) 与 (1.21) 的 关系 ,(1.18) 显然 是 (1. 22) 的 解 ; 
另 - 一 方面 ， 已 知 红 、 18) 中 的 任意 常数 CT 是 独立 的 :因此 
(1. 18) 是 71.22) 的 通 解 ， 

应 该 指出 的 是 , 隐 阔 数 定理 是 在 区 域 8 中 每 一 点 [以 及 
fr -D0) 空间 中 的 相应 点 ] 的 局 部 范围 内 应 用 的 , 一 般 
而 言 , 我 们 ] 训 以 把 这 些 局 部 结果 拼合 起 来 ,得 出 在 … 定 区 域内 的 闪 

在 实际 计算 时 ,可 以 把 11. 18) 与 (1. 20)( 共 =” 十 1 个 等 式 ) 联 
立 ， 设 法 从 中 消去 0 .C2.… ,04, 得 出 形 如 (1.1) 的 = 阶 微分 方程 ， 

当 嚼 数 关系 (1. 18) 是 用 ”关于 = 的 隐 式 方程 

Bz C= 0 
给 出 时 ,也 可 以 作 类 似 的 讨论 ， 我 们 把 细节 留 给 有 兴趣 的 读者 ,而 
仪 在 此 指出 一 点 ; 这 时 需要 假设 条 件 ,使 得 能 从 联 立 方程 
| Br C0) = 0, 
[Bry Crs Ca) = 
”1 
|, 
Loery, Cp) |= 0 
中 可 以 消去 ,Coser ,Crs 而 得 出 形 如 站 ,1) 的 a 阶 微分 方程 ， 
【 例 2】 试 求 在 Cx:3) 吾 面 二 这 坐标 味 点 的 一 切 贺 所 清正 的 
贱 分 方程 ， 
解 。 平面 上 经 过 廊 点 的 阅 族 共有 方程 : 
(rT . Cl. 237 


一 -一 一 
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其 中 上 和 是 两 个 任意 常数 ,在 (1.23) 中 ,把 zy 看 成 > 的 国 数 ,再 对 
zx 接连 求 导 两 次 ,并 且 把 求 导 结果 与 (1. 23) 联 立 ,得 到 ， 
| (zz 十 ao 十 (十 区 了 一 0， 
1+y + ty ~ by = 0, (1. 24) 
247 十 六 十 2by 二 0. 
然后 ,从 (1. 24) 中 消去 a 和 5, 就 得 到 所 求 的 微分 方程 为 : 
Ct ye 2 +t yy 一 的 一 0 1 
顺便 指出 ,利用 通 解 中 任意 常数 的 独立 性 ,采用 类 似 的 讨论 可 
以 证 明 ; 对 于 在 一 是 范围 内 给 出 的 初 值 条 件 ; 可 从 通 解 中 确定 任意 
常数 ,得 到 满足 相应 初 值 条 件 的 特 解 ( 见 本 节 习 题 3), 换 句 话说 ， 
在 一 定 范围 内 , 通 解 包含 了 微分 方程 的 所 有 解 .这 也 是 通 解 这 一 各 
词 的 一 种 名 符 其 实 的 解释 . 


习 题 1-1 


1. 验证 下 列 函 数 是 右 伍 相应 微分 方程 的 解 或 通 解 ， 
{1) 了 一人 em 十 Ce 加 一 和 一 0 


2) 一 站， zy y= cosrs 


(C3) y= [Sa+d), 4 Yo ers 


一 0s 


Cz — CY? 
一 和 2， 
《4 y= 0， 站 芒 一 YY [yl. 
1 
笃 二 人 Co 


2. 求 下 列 初 值 问题 的 解 ; 
(1 =r FD = FO 0D) 一 ma 
® 疙 二 f(z)，y(0) = 0， (这 里 f(x) 是 一 个 已 知 的 连续 函数 )， 


《3) 第 一 一 o， RD = 1， (这 里 a。 之 0 是 一 个 常数 ); 


三 
(4 梧 = 工 十 咏 ， yso) 一 mo。 
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(1) 画 数 y 一 gp(z,C cryCn)y 是 祯 分 方程 Fir ,yy 中) 一 上 0 的 
通 解 ,其 中 Ce on 是 独立 的 任意 常数 ， 
(2) 存在 一 组 常数 ( ,本 Go) € 如 和 (zi 空间 中 的 
点 p(Tos Bo oem 1)Y ,满足 
和 = Po C1 Cs OY), 


¥o" 一 A + ss sa) 昌 


- > 国 
poem—1) 三 3 Fi , Cay Ce). 


rn—] 


试 证 明 : 人 存在 点 好, 的 某 一 邻 域 上 ,使 得 对 5 内 任意 … 点 Mo 一 (za 加 so 
加 一 1), 可 确定 一 组 数 5 二 GCN 1 二 1.2, aft 使 得 六 二 (rz,CICMD)， 
CCW wr CnCMo) 是 初 值 癌 题 
| 下 人 一 0， 
yero) = yo y' Cro) 一 Yo a ye 1 ro) 一 3 
的 解 . 
4, 求 出 ; 

ku 曲线 族 y = cz 十 式 所 满足 的 微分 方程 ， 

21 曲线 族 y 一 Cier 十 Cazer 所 满足 的 微分 方程 ， 

¢32 平面 上 以 原点 为 中 心 的 一 切 回 所 满足 的 微分 方程 ， 

(4) 平面 上 一 切 圆 所 浦 足 的 微分 方程 . 


§ 2， ”微分 方程 及 其 解 的 几何 解释 


我 们 在 上 一 节 给 出 了 微分 方程 及 其 解 的 定义 ,本 节 将 对 这 些 
定义 就 一 阶 方程 的 情形 给 出 几何 解释 , 依据 这 些 解释 ,我 们 可 以 从 
微分 方程 本 身 获得 它 的 任 一 解 所 应 具有 的 某 些 几何 特征 . 

考虑 一 阶 微分 方程 


戏 一 
Ee 一 了 [和 3， (2. 1) 


其 中 F(z,y) 是 平面 区 域 6 内 给 定 的 连续 函数 . 假设 它 有 一 个 解 
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IT: y= wi), (TED 2,2) 
其 中 7 是 这 个 解 的 存在 区 他. 

冰 数 yy 二 p(x) 在 (x, 四 ) 平 商 上 的 图 形 是 一 条 光滑 曲线 , 它 称 为 
方程 (2. 1) 的 一 条 积分 曲线 , 仍 记 为 六 

任 取 一 点 Pofamgo 生产, 即 zeE7 了 加 一 玉 (zo. 由 于 # 二 P(r) 
满足 方程 C2. 1) ,所 以 从 导数 的 用 何 意义 得 出 : 井 线 了 在 Po 点 的 切 ， 
线 糙 率 为 

pr0) = fr (zzo)) = fror yn). 
这 个 简单 的 等 式 展示 了 一 个 重要 的 信息 ;积分 曲线 本 在 Ps 点 的 切 
线 方程 为 
y= yo Frey r 一 zy， 
即使 我 们 并 不 知道 那 积 分 曲线 是 什么 ， 

这 样 ,在 区 域 6 内 每 一 点 P《z,8) ,都 可 以 作 一 个 以 了 (P) 为 斜 
率 的 (短小 ) 直线 段 CP) ,来 标明 积分 曲线 :如果 存在 的 话 ) 在 该 点 
的 切线 方向 . 称 KP) 为 聘 分 方程 (2. 1) 在 P 点 的 线 讲 ;而 称 区 域 6 
联 同 上 述 倒 体 线 款 为 微分 方程 (2. 1) 的 线 讲 场 , 或 方向 场 . 1 

由 此 可 见 ,方程 42. 1) 的 任何 积分 曲线 了 了 与 它 的 线 宗 场 咖 合 ， 
好 对 任 一 点 PE 本 , 丁 在 该 点 的 切线 与 线 案 1(P) 网 全 .反之 , 若 在 
区 域 G 内 有 一 条 光滑 (连续 可 微 ) 的 由 线 

法: y= pr) (rE J), (2.3) 
让 与 方程 43.1) 的 线 素 场 响 合 , 则 4 就 是 (2. 1) 的 一 条 积 分 曲线 . 
事实 上 .在 4 上 任 取 一 点 P(x 站), 即 yy 二 yz), 则 4 在 PP 点 的 斜率 
为 交 (7) ;而 线 雪 LCP) 的 斜率 为 /PP) 一 zz 因为 曲线 4 与 
线 素 场 易 合 , 所 以 
pr = Fr Pr) (7 EE J). 
这 号 证 量子 遇 煞 .1 基 方 程 (2.1) 的 一 条 积分 曲线 . 

现在 我 们 可 以 村 微分 方程 [2.1) 及 其 解 做 出 几何 解释 ;给 定 
微分 方程 (2 说 ,就 是 给 证 平 革 区 域 6 .上 的 -一 个 线 素 声 . 求解 初 值 
门 题 - 
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性 
= fp) yr0) 一 加 《2. 4) 


就 是 求 ~… 条 经 过 点 Crosyo) 并 与 线 素 境 唤 合 的 光滑 曲线 . 

尽管 人 们 根据 比索 场 很 难 精确 地 描绘 出 这 样 的 曲线 ,但 只 要 
这 些小 线 素 取得 足够 细密 ,就 可 以 作出 相当 近似 的 积分 曲线 5 假定 
初 值 问题 (2. 4) 的 解 存 在 而 且 唯 一 ). 这 在 无 法 (或 无 必要 ) 求 出 解 
的 精确 表达 式 时 ,使 我 们 可 以 从 微分 方程 本 身 的 特有 和 狂 质 , 去 推断 
它 的 解 的 某 些 属性 ,使 所 讨论 的 癌 题 在 一 定 程 度 上 获得 解决 ,即使 
在 方程 可 解 的 情况 下 ,也 常常 需要 利用 这 种 几何 解释 ,从 微分 方程 
本 身 去 获得 解 族 的 直观 几何 形象 ,这 时 通 解 的 表达 式 可 能 仅 起 辅 
助 作用 (参见 下 面 的 例 1 一 例 3, 第 二 章 82 的 例 1 一 例 3, 以 及 随 
后 章节 中 的 许 包 钢 子 ). 

一 - 航 而 言 ; 关 系 式 frg 二 上 确定 一 条 曲线 x. 蝎 然 ;微分 方 
程 (2.1) 的 线 素 场 在 曲线 二 上 各 点 的 斜率 都 等 于 六 称 这 种 则 线 严 
为 线束 场 的 往 斜 线 . 在 利用 线 素 场 研究 积分 曲线 的 分 布 状 况 时 , 作 
出 等 料 线 常常 是 有 帮助 的 . 

EE 从 11 作出 微分 方程 

型 二 立 C2. 5) 


的 线 案 场 . 
和 解 ”等 斜 比方 程 为 


于 = 即 y= kz. 


这 说 明 线 素 射 率 为 的 所 有 点 ,是 由 走 线 y 一 如 组 成 的 , 换 句 话说 ， 
直线 y 一 好 与 微分 方程 (2. 5) 的 线 率 场 相 晓 合 , 见 图 1-2. 因此 , 直 
线 y = tr 就 是 方程 (2, 5) 积分 曲线 ,其 中 + 是 任意 常数 .1[ 

【 例 23 作出 微分 方程 
福生 (2, 6) 


的 线 素 场 . 
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饭 1-2 留 1-3 
解 ”等 斜 线 方程 为 人 < x 
x 1 - 
一 可 一 各 By 一 一 元 i 
这 说 明 线索 斜率 为 的 所 有 点 ,是 由 直线 3 二 一 + 组 成 的 . 换 句 


话说 ,在 过 举 标 原点 的 每 -条 直线 上 ,微分 方程 (2. 6) 的 线 素 方向 
都 与 该 直线 垂直 , 见 图 1-3. 容易 看 出 ,方程 (2. 6) 的 积分 晶 线 是 区 
坐标 原点 为 中 心 的 问心 加 二 十 一 0 上 | 

注意 到 当 * 一 时 { 即 > 办 上 的 各 点 ), 例 2 中 的 方程 (2.6) 失 
入 意义 .但 挫 线 素 场 的 观点 来 看 ,在 zx 轴 上 的 任 一 点 ; 线 素 淄 的 方 
向 是 竖 直 的 . 因此 我 们 可 以 用 方程 


代替 原 方 程 (2. 6). 在 z 轴 上 的 点 附近 ,积分 曲线 不 再 能 看 成 y 作为 
z 的 单 值 冰 数 ,但 可 以 看 成 ?作为 # 的 单 值 函数 . 
这 就 促使 我 们 把 一 阶 微分 方程 写成 关于 z 和 的 对 称 形式 : 
PCzy 的 + Qlr, ydy = 0. (2 7) 


让 
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当 troyp) 天 0 时 ,在 人 ze 加 ) 点 附近 ,方程 (2.7) 等 价 于 


PoP 
dx Or 
当 Plzoyy1) 关上 0 时 ， 在 (xzog) 点 附近 ,方程 (2.7) 等 价 于 
dr Q(x) 
dy P(r, #¥) 


而 且 ; 当 Ptroygo) 天 0 和 8 天 0 时 ,这 两 种 表达 方式 是 一 臻 
的 , 即 它们 给 出 相同 的 线 素 场 . 只 是 当 P(zeygo) = 9Cz01y0) 一 0 时 ， 
在 点 (zo* 加 ) 对 方程 (2.7) 无 法 定义 上 述 线 率 . 这 样 的 点 称 为 微分 
方程 42. 7) 的 奇异 点 . 
这 样 , 代 兰 例 2 中 的 方程 (2. 6) ,我 们 可 以 考虑 方程 
zdr 十 ydy = 0, {2.8) 


由 此 积分 , 即 得 

了 十 有 一 如 C2.9) 
其 中 是 任意 常 孝 这 种 用 隐 范 教 方式 给 出 的 通 解 (2. 9), 叫 作 方 
程 (2. 8) 的 通 积分 . 

在 微分 方程 (2. 8) 和 通 积分 (2. 9) 中 , z* 与 y 处 于 平等 的 地 位 ， 
在 f+ 关 0 时 ,可 以 视 z 为 y 的 函数 ;而 当 # 关 0 时 ,可 以 视 y 为 1 的 
函数 . (注意 ,原点 0 是 微分 方程 (2. 8) 的 奇异 点 ). 这 种 灵活 的 观点 
比较 方便 ,可 以 省 去 对 微分 方程 和 其 通 积分 中 变量 售 意 5 即 谁 是 自 
变量 , 谁 是 未 知 落 数 ) 的 解释 . 其 实 ,在 我 们 求解 之 前 ,本 没有 理由 
认为 洪 着 积分 曲 绕 -~… 定 能 将 y 整 体 地 表 成 x 的 函数 ,或 将 z 整 体 地 


表 成 y 的 函数 . 因此 把 微分 方程 写成 对 称 形式 (2,?) 似 更 合理 . 在 


下 一 章 讨论 微分 方程 的 解法 时 ,我 们 将 广泛 应 用 对 称 形式 . 

还 应 该 一 提 的 是 , 当 我 们 应 用 对 称 形式 的 微分 方程 时 ,微分 方 
程 的 解 族 可 能 有 所 扩大 . 例如 , 当 把 例 1 中 的 方程 (2. 5) 写成 对 称 
形式 

ydr — riy = 0 


以 后 ,除了 通 解 y 二 cx 之 外 ,还 有 特 解 x = 0. 如 果 掏 泥 于 原 方程 
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(2.5), 则 y 应 作为 z 的 函数 ,这 样 > = 0 是 不 能 称 为 解 的 . 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 举 出 一 个 具体 线 素 场 的 模型 一 -磁场 . 

【 例 3】 条 形 磁铁 的 磁场 

假设 在 平面 上 安放 一 个 长 度 为 24 的 细 酸 棒 , 使 它 的 两 个 端点 
分 别 在 点 (一 a.0) 和 (ay,0), 则 在 平面 上 就 产生 一 个 磁场 . 若 再 撤 
上 一 些 短小 的 铁 针 ,它们 将 按 磁场 的 方向 排列 ,出 现 -- 个 具体 线 素 
场 的 模型 一 -磁场 . 

现在 要 推导 这 磁场 所 对 应 的 微分 方程 . 我 们 把 细 磁 梯 科 化 为 
放置 于 点 (一 a,0) 和 (e,0) 的 两 个 异性 点 磁 荷 . 它们 在 平面 上 任意 
一 点 (z,9) 产生 的 磁场 强度 分 别 为 五, 和 地, 见 图 1-4. 


图 1 一 4 图 1 一 5 
由 物理 学 中 的 定律 可 知 
Hi= n= i }12, 


这 里 表示 从 (一 0, 站 到 (z,9) 的 向 量 , 1 表示 从 Ce:0) 到 (z,8) 的 
向 量 ， nm 一 lr | 将 ro = mn 为 天 方向 的 单位 向 量 ; Re 为 磁 疹 的 磁 
量 - 为 简单 计 , 取 mi 一 十 1 和 ms 一 一 1 因此 ,在 (z, 六 点 的 磁场 强 
度 为 H= Hi + H: - 


一 
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n= Ya) 二 ,f= YCz 一 6 二 区 
cosa 一 三 :2， cas 一 一 ， 
一 sina 一 之 ， sin 有 一 过， 
ra 
分 别 取 磁场 强度 提灌 x 轴 和 3 轴 方 向 的 分 量 
| plrsn) a 了 工 一 区 . 
:#1 一 Ez 二 a yl Fz 二 a 十 EE 9 
多 了 
rs) 一 [Cr 十 人 十 的 87 2 [人 zz _ dq) 十 EE 寺 
则 描述 磁场 强度 的 微分 方程 为 
dy ry) 
dr 一 Pg) 《2. 10) 


zf 


这 个 方程 的 线 率 场 如 图 1-5 所 示 ( 本 节 习 题 3) ,由 此 太 致 可 以 看 岂 
它 的 积分 曲线 ( 亦 即 磁力 线 ) 的 分 布 状况 . 注意 ,微分 方程 <2. 10; 
有 两 个 奇异 点 (一 a,0) 和 (a,0) ,而 它们 却 有 明显 的 物理 意义 .1 


习 题 1-2 
1 作出 如 下 油分 方程 的 线 罕 场 : 
"一 -型 ， 
1» ¥ 一 [zy|” 
{2) ¥ = (1 
(3) y= 二 
2, 利用 线索 场 研究 下 列 徽 分 方程 的 积分 曲线 族 ， 
太一 1 十 下 
. Fe 
3. 根据 磁场 的 物理 直观 ,描绘 方程 (2. 103 的 线 素 场 和 积分 曲线 族 的 大 残 
分 布 . 本 


$# 


a Te 
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所 亩 初等 积分 法 ,就 是 把 微分 方程 的 解 通过 初等 函数 或 它们 
的 积分 来 表达 的 方法 . 在 微分 方程 发 展 的 早期 ,由 牛顿 、 莱 不 尼 兹 、 
欧 拉 (Euter, 1707 一 1783)7 和 伯 努 里 气 弟 (Jacob Bernoulli, 1654 一 
、 1705 和 Johann Bernou 二 ,1667 一 17487 等 发 现 的 这 些 方法 与 技巧 ， 
构成 了 本 章 的 中 心 内 容 . 虽然 刘 维 尔 (Liouville,1809 一 1832) 在 
1841 年 证 明了 大 多 数 微 分 方程 不 能 用 初等 积分 法 求解 ,但 这 些 方 
法 至 今 仍 不 失 其 重要 性 . 这 是 因为 ,一 方面 ,能 用 初等 积分 法 求解 
的 方程 虽 属 特殊 类 型 ,然而 它们 在 实际 应 用 中 却 显 得 很 常见 和 重 
要 ; 另 一 廊 面 ,掌握 这 些 方法 与 技巧 ,也 是 学 好 本 课程 和 其 他 数学 
分 支 的 基本 训练 之 一 ， 


31. 恰当 方程 


考虑 对 称 形式 的 一 阶 微分 方程 
Pirsy)dr + Our ydy = 0. (1.1) 
如 果 存 在 … 个 可 微 函 数 Btx,y) ,使 得 它 的 全 微分 为 
aC) = PCr dr 十 QUr, dy, 
亦 即 它 的 偏 导数 为 


39% dp : 
Br 一 Prir,y), EY 一 QL y), (1. 2) 


则 称 (1. 1) 为 恰当 方程 ,或 全 微分 方程 . 
因此 , 当 方 程 (1. 1) 为 恰当 方程 时 ,可 将 它 改 写 为 
dPtry) 一 Plryy)dr + Oxy)dy = 0. 


从 而 


和 一 一 一 -一 一 
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J Dry OC— 0 (C1. 3) 
就 是 方程 (1. 1) 的 一 个 通 积 分 . 

事实 上 ,将 任意 常数 2 取 定 后 ,容易 验证 由 t1,3) 式 所 确定 的 
隆 函 数 ， = xz)( 或 一 "CD) 就 是 方程 (1. 1) 的 一 个 解 .友之 ,车 
?一 w(x) 或 4z 二 v(t9))》 是 微分 方程 1. 1) 的 一 个 解 , 则 有 

ceG(zygy) = Pr yar + Or Nay = 人， 

因此 , y 二 aCe) (或 x 二 5207)) 满 是 (1.3), 其 中 积分 常数 0 与 解 y = 
(zj (或 z 一 v(y)) 有 关 ， | 

【 例 1】 求解 微分 方程 。 站 <t 

2x¥ dx + 32'yay = 0. 

解 ”观察 这 个 微分 方程 ,我 们 着 到 它 的 左 端 恰好 是 函数 $ 一 
的 全 微分 . 因此, 上述 方程 可 以 写成 必 x*》= 0, 从 而 求 得 通 
积分 


“w=C. 1 
上 面 这 个 简单 的 观察 求解 法 只 是 一 个 特例 . 在 -一般 情况 下 ,我 
们 需要 和 解 诀 的 问题 是 ， 
1. 如 何 判断 一 个 给 定 的 微分 方程 是 或 不 是 恰当 方程 ? 
2. 当 它 是 恰当 方程 时 ,如 何 求 出 相应 全 微分 的 原 函 数 ? 
3. 当 它 不 是 恰当 方程 时 ,能 否 将 它 的 求解 问题 转化 为 一 个 与 
之 相 美的 恰当 方程 的 求解 问题 ? 
下 面 的 定理 对 问题 1 和 2 给 出 耳 完满 的 解答 . 至 于 问题 3, 则 
是 贯穿 本 章 随后 各 节 的 一 个 中 心 问题 . 对 此 问题 ,我 们 将 先 在 2 
一 $4 中 就 若干 特殊 类 型 的 方程 给 出 有 针对 性 的 解答 ,而 在 3 5 
中 给 出 一 个 较为 一 般 ( 但 并 不 完整 ) 的 解答 . 
定理 1 设防 数 P(tz,y) 和 Qtxsy) 在 区 域 
R; a<z<p yy 
上 连续 ,和 有 连续 的 一 阶 偏 导数 3 与 如 , 则 微分 方程 
Plasyddr Qlr,y)dy = 0 (C1. 47 


iii For ve 
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是 恰当 方程 的 充 要 条 件 为 恒等式 


AR 01.5) 
在 站 内 成 立 . 而 且 , 当 (i. 5) 成 立时 ,方程 (1. 4) 的 通 积分 为 
| 十 b ea ~ c， C1.6) 
或 者 
上 were 十 上 ecom 一 CC， 《1.7) 


其 中 (kang 是 正中 任意 取 定 的 一 点 ， 

证 明 “” 先 证 必要 性 . 设 (1. 4) 是 一 个 恰当 方程 , 则 存在 画 数 
8 人 (zz 满嘴 
字 一 Plasy), 入 一 Q(z). (1. 8) 
然后 ,我们 在 上 面 的 第 一 式 和 第 二 式 中 ,分 别 对 # 和 z 求 偏 导 雪 , 就 
可 得 到 


aP 一 FP ww 一 Ema C1. 9) 
WW hk’ ddy 
oP ,00% ,,. FF 2 、 子 而 


困 此 ,由 (1.9) 式 推 得 (1. 5) 式 . - 

再 证 充分 性 . 设 Pl(z,y) 和 9Cz,y) 满足 条 件 (1.5) ,我 们 来 构 
造 可 微 画 数 惠 (z,g) ,使 (1. 8) 式 成 立 , 为 了 使 (1, 8) 的 第 一 式 成 立 ， 
可 取 

G(s9) 一 f Prs dz + Wy), (1. 10) 

其 中 函数 yty) 待定 ;以 使 由 (1. 10) 规定 的 函数 PCz,y) 适合 (1.8) 
的 第 二 式 . 由 (1.10) 得 
=22 { Plzsg)ar + Wy) 


如 
— 上 Pg)d tw. 


贞 
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再 利用 条 件 (1. 引得 到 
= | B09)ds + YY) 


O28 一 OR Fp ON. 
出 此 人 可见, 为 了 使 (1.8) 的 第 二 式 成 立 , 即 


新 = 4x， "ys 


只 遍 令 
Py) = Cr), 
亦 即 只 要 取 
py) = | Qzoney 
即 可 . 这 祥 , 就 找到 了 满足 (1; 8 的 一 个 函数 
BF) 一 [ P(r sy)dz 十 [ 名 (z6 dy. Ct.11) 
如 果 在 构造 9Cz,y) 时 ， 先 考 虚 使 (1. 8) 的 第 二 式 成 立 ， 则 可 用 同样 
的 方法 ,得 到 满足 5K1,. 8) 的 男 一 应 数 
F(z,y) 一 | pes)ar + [ec,pm | (C1. 12) 
(注意 ,由 于 8(z,g) 和 省 (z;y) 有 相同 的 全 微分 ,所 以 它们 之 间 只 差 
一 个 常 于. ) 定理 证 完 . 此. : 
【 例 2 了 求解 微分 方程 
(2zsiny 十 3z2y)az 十 《mm 十 zteosy + ydy = 0. (1.13) 
解 ”因为 
= 2xcosy 十 3x2 一 2 ， 


所 以 方 各 51. 13) 是 治 当 的 . 因此 ,可 以 利用 公式 (1.6) 或 (1.7) 直 
接 求 得 通 积分 ! 但 从 基本 训练 的 角度 出 发 ,我们 仍 采用 在 定理 的 沈 
分 性 证 明 中 的 方法 来 计算 通 积 分 . 令 阔 数 G(x,y) 满足 


一 2rxsiny -十 dry, 六 一 2 十 reo8y 十 天. 


epee pt a i 
en 
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则 对 xz 积分 第 一 式 , 得 到 
= rising sy + $y). 
再 将 它 代入 上 面 第 二 式 , 即 得 
Tosy 二 十 CF) 一 十 zcogg 十 六， 


由 此 得 出 
= 
从 而 
$y) = 


这 里 省 上 略 了 积分 常数 ,由 下 面 通 积 分 的 形式 可 知 ,这 并 不 换 害 一 般 
性 . 所 以 


Try) Erising 十 Yay 十 于 一 如 . {1. 14) 


为 方程 (1. 13) 的 通 积 分 ,其 中 忆 为 任意 常数 ， 
[附注 1】 ”对 于 某 些 恰当 方程 ,可 以 采用 更 简便 的 分 组 次 
全 微分 的 方法 求解 . 例如 ,对 于 方程 (1. 13) 的 左 端 , 可 用 如 下 分 组 
求 积 的 方法 : 
《2zsingy 十 ry)dr + Cr’ 十 icosy 十 dy 
= (2zsinydz + ticosydy) 十 【3z2gdz + rwidy) 十 3 四 
= Csinge&(z2) + zagsing) + Cyd(z) + zdy) + ydy 


i 


dtrising) + dtxay) 十 dl Er 


= d| x2siny 十 #3¥ 十 5"| ， 


由 此 可 直接 得 到 通 积分 (1. 147. 

【附注 23 求解 恰当 方程 的 关键 是 宰 造 相应 全 微分 的 原 应 
数 B(x ,9). 这 实际 上 就 是 场 论 中 的 位 势 河 题 ， 在 单 连通 哄 域 4 上， 
条 件 (1. 5) 保证 了 线 积分 


Blry) 一 je ,Prd 十 Q(zr,y) dy {1.15) 


a 


We 


ro vay — 3 
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与 积分 的 路 径 无 关 , 因此 , (1. 15) 式 确定 了 一 个 单 秆 函数 BCz,9). 
公式 51. 11) 与 (1. 12) 所 用 的 积分 路 径 仅 仅 是 两 种 简单 的 且 合 二 
计算 的 特殊 路 径 . 如 果 区 域 不 是 单 连通 的 ,那么 一 般 而 言 (x,y) 
可 能 是 多 值 的 , 例如 ,对 于 方程 


二 = 0， 


容易 验证 条 件 51. 5) 在 非 单 连通 的 环 域 


Ro 0 十 六 之 ] 
上 成 立 . 由 于 
因此 得 到 
Pry) = Arctg 过， 
为- 


它 在 环 域 im 上 是 一 个 多 值 的 函数 - 


习 题 ?2-1 


判断 下 列 方程 是 否 为 愉 当 方程 :并 且 对 恰当 方程 求解 . 
Ge Dt zt Dd =0.d XW (3 pier) 


1. 
2. tr 二 28)d5 + {27 一 dy = 0. 
8. Caz By)adz 二 (be | ey)dy = OM (a 和 和 e )， 
4. De 帮 一 人 i yy 0 0 we 
5. (TF eosydu + 2tsinu dl Deoewdn + 2tined = 0 
. 6. Get a ye eH Baay = < 
~ 7. + Fdz + Cnz — 2y)dy = = 0., 
B. Gi 十 各 az 十 ey 一 0， 《ka 各 c 为 常数 )- 
9 lt =0, 
10， zf re 十 dy = 0, 其 中 站 (， ) 是 连续 的 可 种 画 数 . 


六 vs twody + xdx -ad 
3 1 
Ix 不 个 全 一 =e0 
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4 2， 变量 分 离 的 方程 


如 果 微 分 方程 
Pix ydr + Or ydy = 0 | (2, 1) 
中 的 通 数 Ptr, 站 和 8(z; 闪 均 可 分 别 表示 为 x 的 函数 与 ¥y 的 函数 的 
冬 积 , 则 称 (2. 1) 为 变量 分 离 的 方程 . 因此 , 只 要 令 Pr 所 一 
CODTICOY QC707) 二 玉 :(2)7 (9) ,变量 分 离 的 方程 可 以 写成 


KL)Y Cy)az 十 XT)F Cady 一 .0， {2. 2) 
先 考 弄 一 个 特殊 情形 ; P 一 工 (z) ,9 = 了 (y); 则 (2.2) 成 为 
和 (zydz 十 了 (ga = 0. 《2. 3) 
这 显然 是 一 个 怡 当 方程 ,而 且 容 易 求 出 它 的 一 个 和 遂 积 分 为 
Rcar 十 pm 0. (2.4) 


一 般 而 言 ,(2. 2) 未 必 是 恰当 方程 . 但 是 ,在 车 菌 对 方程 (2. 3) 
求解 之 后 ,容易 想到 , 如果 以 因子 芋 (zx)Y1(y) 去 除 (2. 2) 式 的 两 
侧 , 就 得 到 


于 了 GD 
Tt (2. 5) 


此 方程 已 具有 《2. 3) 的 形式 ( 即 z 与 y 互相 分 离 了 ), 因 此 它 的 通 积 
分 为 


忌 (Z) 了 (7， 
| 六 Cj 十 yy CI 一 CC (2.6) 


这 里 需要 证 清 的 一 全 问题 是 :用 求解 方程 (2. 5) 来 代替 求解 
方程 人 2, 2) 是 否 会 理 ? 或 者 说 这 两 个 方程 是 省 同 解 ? 显然 , 当 
XCz)Y1C#) 关 0 时 ,这 两 个 方程 是 同 解 的 . 假设 存在 实数 a 或 名 ， 
使 ,ay 二 0 《或 卫 (8) 一 0), 则 阔 数 z= 二 a (或 函数 yy 一) 显然 满 
足 方 程 (2. 2》, 因此 它 是 方程 (2. 2) 的 解 ,但 它 不 是 方程 (2. 5) 的 
解 ,因此 , 当 我 们 用 方程 (2. 5 去 替代 方程 (2. 2) 时 ,要 注意 补 上 这 


些 可 能 丢失 的 解 - 
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总 结 上 述 讨论 ,我 们 得 到 以 下 结论 :变量 分 离 的 方程 (2. 2) 的 

通 积分 由 (2, 6) 给 出 (要 进行 必 黎 的 不 定 积分 运算 )# 还 要 外 加 如 
下 形式 的 特 解 (如 果 它 们 不 能 含 于 上 述 适 积分 之 中 的 话 ): 
z 一 avi 一 1,2,…, 其 中 a 是 XCz) 一 0 的 根 ， 


和 
¥ = j= 1 其 中 是 Yi(y) = 0 的 根 . 
【 例 1] 求解 微分 方程 
(22 + DC oo dz zydy = 0， 【2. 7 了) 
并 作出 积分 曲线 族 的 草图 . 


解 。” 当 因子 zy 一 1) 关 0 时 ;用 它 除 方程 c2,7) 的 两 端 , 即 得 
等 价 的 方程 


la 十 地 一 dy 一 0. 
再 积分 上 式 ,得 到 
天 十 Im 红 十 也 | 天 一 划一 避 ， 
由 此 推出 
rt er | 把 一 王 | 一 ect， 
亦 即 


=1+ (Sy， [2. 8) 


其 中 6 = 土 ei 关 0. 此 奸 , 还 从 上 述 因 子 等 于 零 时 找到 特 解 z= 二 0 
和 y 一 士 1. 如果 允许 (2.8) 中 的 C 也 取 零 值 , 则 特 解 y 二 士 1 本 含 - 
于 (2. 8) 中 ,因此 方程 (2, 7) 的 通 积 分 为 


wl, 车 为 人 省 数 
外 加 特 解 z 一 0. 


从 微分 方程 (2.7) 出 发 ， 或 从 方程 


dy _ {z+ Dy — 1) 
dr 1 zy - 


四 En fi i ee 
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出 发 ,利用 第 … 章 82 线 素 场 的 方法 ,并 参照 通 积 分 表达 式 (2.8)， 
可 以 作出 积分 曲线 族 大 致 的 图 形 ( 几 2-1). 


图 2-? 
[ 例 2】 求解 微分 方程 
# 一 Sy, (2. 9) 
并 作出 积分 曲线 族 的 图 形 . 
解 当 y 关 D0D 时 ,由 2.9) 得 出 六 
% 


地 一 3.u, 和 7 
rE 2 XL 
由 此 可 以 积分 ,就 有 A NN 


Pre (+teD, 
因此 得 到 通 积分 
0 (2. 10) 
外 加 特 解 y = 0,( 一 50 之 z 之 十 oo}. 利用 方程 (2.9) 并 参照 通 积 
分 (2. 10) ,不 难 作 出 积分 曲线 族 的 图 形 ( 图 2-2>. 上 
观察 图 2-1 和 图 2-2, 我 们 恬 现 -个 共同 特点 :在 平面 (z,y) 上 
几乎 经 过 每 一 点 po, 在 局 部 范围 内 有 并 且 只 有 一 条 积分 曲线 , 图 
2-1 中 的 例外 情形 是 两 个 点 4(0,1) 及 BK6, 一 1); 而 图 2-2 中 的 例 
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外 情形 是 整个 z 轴 人 = 0) 上 的 所 有 点 .对 前 者 的 例外 性 是 容易 理 
解 的 ,因为 点 4 和 五 是 方程 (2.7) 仅 有 的 两 全 奇异 点 (在 这 两 点 无 
法 定义 线索 的 方向 ); 但 对 后 者 而 言 ,* 轴 上 的 每 一 点 P* (z* ,0) 并 
非 是 方程 (2. 9) 的 奇异 点 (在 这 些 点 线 素 声 的 方向 是 水 平 的 ). 然 
而 过 点 P" (即使 在 局 部 范围 内 ) 都 有 无 穷 多 条 积分 曲线 通过 . 素 
实 上 ,每 一 条 这 样 的 积分 曲线 出 两 部 分 拼合 而 成 : 左 半 部 分 是 与 
轴 重 合 的 直线 段 , 右 半 部 分 可 以 是 x* 轴 ;也 可 以 是 向 上 或 向 下 延伸 
的 半 立 方 抛物 钱 . 左 , 右 两 部 分 在 接合 点 相 切 , 接合 点 可 以 是 .P* 
本 身 , 也 可 以 是 + 加 上 P* 右 侧 邻近 的 任何 点 . 

， 总 之 ,微分 方程 (2, 9) 满足 初 值 条 件 ?(zoy 一 加 的 解 , 当 为 关 0 
时 是 局 部 瞧 一 的 ;而 当 赤 = 二 0 时 是 局 部 不 唯一 的 .能 否 对 这 种 现象 
从 理论 上 加 以 阐明 呢 ? 我 们 将 这 一 重要 而 有 趣 的 问题 留待 下 一 章 
作 一 般 性 的 讨论 ;而 只 在 本 节 习 题 5 中 对 形 如 理 = f(y) 的 方程 讨 
论 了 解 的 唯一 性 问题 . i 

E 例 3】 ”物体 在 空气 中 的 下 薄 与 特技 跳 全 . 
我 们 假设 质量 为 四 的 物体 在 空气 中 下 落 ， 空 气 阻力 与 物体 速 
度 的 平方 成 正比 ,阻尼 系数 为 上 > 0. 沿 垂直 地 面向 下 的 方向 取 定 
尘 标 辅 z, 由 牛顿 第 二 运动 定律 推出 微分 方程 
mr = TY 一 kz’, 
其 中 -一 号 记 。 一 声 , 则 方程 变 为 


a ks 


一 一 —- 


(2 > 0)， 《2. 1]》 


这 是 一 个 变量 分 离 的 方程. 当 因子 g 一 三 w* 关 0 时 ,可 由 
Hv 


yf 一 一 日 
的 积分 得 到 通 解 
让,, . 
v= NY GD (有 12) 


Ek Cet] 
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其 中 = 一 好， 而 为 任意 常数 ; 当 上 述 因子 等 于 零 时 ,可 得 到 特 


解 v 一 人/ 型. 利用 方程 (2. 11) 并 参照 它 的 通 解 (2. 12) ,容易 作出 
这 积分 曲线 族 的 图 形 , 购 图 2-3. 


如 果 考 虑 初 值 条 件 0) 一 sek 即 下 落 的 初速 度 ), 则 《2,12) 中 


的 任意 常数 由 下 式 确定 
wt | 

一 一 . 

mg 


Do 一 下 
由 图 ?3-3 可 见 ， 当 0 委 m < /是 时 ,CD < /型 且 lim ve) 一 
te- 二 es 


;> > 有 mo) = 到 
Er 二 oo . 


现在 考虑 特技 跳伞 问题 . 假设 跳伞 员 开 伞 前 的 阻尼 系数 为 二 
开 伞 后 的 跟 尼 系数 为 所 .有 太古 . 从 开始 跳 侈 到 开 伞 的 时 间 为 7， 
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则 跳伞 员 下 降 速度 曲线 如 图 2.4 所 示 . 容易 看 出 ,只 要 开 伞 后 有 足 


够 的 降落 时 间 ， 背地 速度 将 近似 等 于 /2 ， 其 中 心 是 由 降落 全 的 
设计 来 调节 的 ,以 保证 落地 的 安全 . “ 

设 w 一 fo) 为 降落 伞 下 降 的 速度 苹 数 ( 见 图 2-4) ,而 跳 企 高度 
为 Ho, 风 ,二 fCDat, 其 中 代为 落地 时 间 . 因 此 ,落地 速度 为 
~- 了 (7,). 特技 枫 伞 就 要 求 在 给 定 的 高 度 了, 下 掌握 开 伞 时 间 了 ,使 
得 降落 时 间 7; 为 最 小 ,而 且 有 安全 的 落地 速度 w. 这 是 一 个 有 趣 
的 数学 问题 .| 


习 题 2~-2 
1. 求解 下 列 币 分 方程 ， 并 指出 这 此 方程 在 zoy 尝 面 上 有 害 义 的 区 域 : 
C1) 生 = 扫 ， 
rs 2 


C2) = 


(3) 玫 寺 sins 二 01 

(CD 于 = 十 t 守 六 牛人 
K 

(5) 党 一 (cosr cos2g021 . 


一 
dr ppt 
2. 求解 下 列 微分 方程 的 初 值 问题 : 


(C1) sin2zdz 十 eogs3gay = 0， 半生 一 专 ， 


C6) z+ 入 二 1 
六 


2), mdr 十 ye dy = 0 yt(0) = 15 
dr 


<3) 和 一 " "Dy = 2 
ln]z] | 
《4 2 二 1 十 六 区 fi 一 05 | ‘ 


£5) Vi 下 二 全 一 sp,KOD 一 1 
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3. 求解 下 列 微分 方程 ,并 和 作出 相应 积分 曲线 族 的 简 图 ; 
C1) 和 = COSI; 
2) 名 一 ay，《 常 数 关 0 


{3) = 1— ys 


信任 内 


Cd 二 yw, (4 一 证 ,1,2). 
4. 跟踪 : 设 某 4 从 xzoy 平面 土 的 原点 出 发 , 沿 * 轴 正方 向 前 进 ; 同 时 菜 互 其 
点 C0,5) 开始 焉 踪 4, 即 晴 与 4 永远 保持 等 距 六 试 求 下 的 光滑 运动 轨迹 . 
“5. 设 微分 方程 
羔 = TG)， (2. 13) 
其 中 feyX 在 #y 一 + 的 某 邻 域 ( 例 如 ,区 闻 科 一 a| 守 昌 内 连续 ,而且 7 一 0， 
当 且 仪 当 ¥ == a 出 在 直线 ?一 4 上 的 每 一 点 ,方程 12. 13) 的 解 局 部 队 一 , 当 卫 
. 秋 当 再 积分 | 
| [wl |= ~ 发 散 ). 
【从 而 在 特 解 # = 二 sa 的 名 域内 的 每 一 点 ,方程 (2. 13) 的 解 都 局 部 唯一 )， 


6. 利用 上 题 结 果 ( 可 以 不 拥 方 程 ) ,作出 下 列 微分 方程 积分 曲线 政 的 大 致 
图 形 : 


C13 党 = lyls - 
dc 旦 二 yniyl， 当 y 天 0， 
dr 0 当 y 一 0. 


§ 3， ”一 阶 线性 方程 
本 节 讨 论 一 阶 线性 方程 
ple)y = gz), (3.1) 


其 中 函数 pCz) 和 gz) 在 区 间 了 = (4,5) 上 连续 , 当 gx) 三 0 时 , 方 
程 (3. 1) 成 为 | 
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— 
让 十 pir)y 一 0. 【3. 2) 


方程 (3. 1)(9(z) 闫 0) 则 作 非 齐 次 线性 方程 ,而 (3. 2) 叫 作 与 (3, 1) 
相应 的 齐 次 线性 方程 . 
我 们 首先 讨论 齐 次 线性 方程 (3. 2) 的 解法 . 为 此 ,将 (3.27 改 
写 为 对 称 形式 ， 
dy pr)ydz = 0, 
这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 . 当 y 和 天 0 时 ,以 y 除 方程 两 侧 ， 得 到 


A 


各 六 十 ptr)dz = 0. 
积分 后 让 得 通 解 


y = Oe- Poar, {3.3) 
而 且 特 解 9 一 0 也 含 子 此 通 解 之 中 (对 应 于 C = 0). 
现在 来 求解 非 齐 次 线性 方程 (3. 1). 我 们 也 把 (3. 1) 改写 为 如 
下 的 对 称 形 式 : 
dy - pCx) Rr = g(x)dz. 3. 4) 
一 般 而 言 ,C3. 4) 不 是 恰当 方程 但 以 因子 xz》 一 ee 汇 (3 人 


本 多 省 意 uo) 之 上), 得 到 廊 和 


beary ear ¢ yud [PCz)az 《 
相 二 el 和 Jar = el Fax 
| 的 四 


亦 即 
dCe Piryy = grye Pregy, 
它 是 恰当 方程 . 由 此 可 直接 入 分 ,得 到 通 积 分 “ 
e Py 一 je pwaz + ce, 
这 样 ,就 求 出 了 方程 (3.4) 的 通 解 
y =e be hoe hoeas), (3. 5) 


此 中 2 是 一个 任意 常数 ， 
上 述 方 法 叫 作 积分 因子 法 . 这 是 因为 我 们 用 因子 wtx) 乘 微分 


一 一 一 一 一 
oh ep et em 
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方程 (3. 4 的 两 侧 后 , 它 就 转化 为 一 个 全 微分 方程 ,从 而 获得 它 的 
积分 . 求解 线性 微分 方程 (3. 1) 的 另 一 重要 方法 一 常数 变易 法 
《 见 本 节 习 题 4) ,我 们 将 在 第 六 章 8 3 中 就 高 阶 线性 微分 方程 的 情 
形 进行 详细 的 介绍 . 
攻 例 11 求解 微分 方程 
和 十 Ly 一 旭 ， 《zt 天 0。 


解 ”当然 可 以 用 公式 43. 5) 直接 求 得 通 解 . 但 应 用 积分 因子 
法 比 记忆 一 个 公式 更 简便 , 这 就 是 说 ,用 积分 因子 


us) 一 ee 一 zl， (0), 


乘 方程 两 侧 ,推出 

人 (zy) = zz，(z>>0 或 zx< 0). 
再 积分 就 得 通 解 

一 二 二， 他 >0 或 z< 0， 


其 中 为 任意 常数 ,1 
为 确定 起 见 , 通 常 把 通 解 (3.5) 中 的 不 定 积分 写成 变 上 限 的 
定 积 分 ,有 即 


y =e jee| ¢ 十 | (zye boreaz | 。 
了 0 
或 
y 一 Ce Fryer 十 | wo Brug (C3. 86) 
了 
利用 这 种 形式 ,容声 得 到 初 值 问题 
dy 
A 二 ptr)y = g(r), (9. 7) 
. ytro) 二 Yo 
芍 解 为 
y= ye Er 十 { gCs)e- Pags, (3,8) 
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其 中 p(x) 和 gtz) 在 区 间 工 上 连续 ,而 如 各 工 

下 面 的 性 质 1 一 4 是 线性 微分 方程 所 特有 的 :性质 5 可 从 前 
几 直 性 质 推 出 . 这 上 几 个 性 质 的 证 明 不 难 , 留 给 读者 完成 . 我 们 仅 对 
性 质 1 和 和 性质 5 作 一 点 简要 的 说 明 ， 

性 质 1 齐 次 线性 方程 (3. 2) 的 解 或 者 恒 等 于 夫 ,或 者 桓 不 等 
于 零 . i 

此 性 质 容易 从 (3, 2) 的 通 解 表达 式 (3. 3) 得 出 ， 

性 质 > ”线性 方程 的 解 是 整体 存在 的 , 即 方程 (3. 1) 起 (3. 2) 
的 任 一 和 解 都 在 KKz) 和 a(tz) 有 定义 且 连 续 的 整个 区 辣 了 上 存在 . 

性 质 3 齐 次 线性 方程 (3.2) 的 任何 解 的 线 福 组 合 仍 是 它 的 
解 ; 齐 次 线性 方程 (3, 2) 的 任 一 解 与 非 齐 次 线性 方程 (3. 1) 的 人 尾 ~- 
解 之 和 是 非 齐 次 线性 方程 (3. 1) 的 解 ; 非 齐 次 线性 方程 63. 1) 的 任 
意 两 解 之 差 必 是 相应 齐 次 线性 方程 (3. 2) 的 解 . 

性 质 4 ” 非 齐 次 线 伯 方程 (3. 1) 的 任 一 解 与 相应 齐 次 线性 方 
程 (3. 2) 的 通 解 之 和 构成 非 齐 次 线性 方程 <3, 1) 的 通 解 . 

性 质 5 线性 方程 的 初 值 向 蚁 (3. 7) 的 解 在 在 且 叭 一 ， 

性 质 5 的 存在 性 部 分 是 显然 的 ,因为 (3. 8) 式 就 提供 了 一 个 
解 . 现在 来 证 明 解 的 玲 一 性 . 假设 初 值 问题 3.7) 有 两 个 解 y = 
oz 和 二 s(x) ; 则 由 性 质 3 知 yy 一 7) :二 gy(z) 一 pzlx) 是 相 
应 齐 次 线性 方程 <3, 2) 的 一 个 解 ; 另 一 方面 , pi(z) 和 ws(z) 满足 同 
一 个 初 值 条 件 这 莉 含 Pro) 二 pitz0) 一 92fz 一 0 再 出 性 质 1 可 
知 wz) 三 0, 邑 当 xz EY 时 ,pi(r) 二 gefz)， 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 带 过 两 个 例子 说 明 以 上 性 质 的 应 用 . 

【 例 ?33 设 微分 方程 


寞 十 oy 二 了 (2)， 《3. 9) 


其 中 > 0 为 常数 ,而 f(z) 是 以 2z 为 周期 的 连续 菌 数 ， 试 求 方程 
【3, 日 ? 的 了 周期 解 . | 
解 ”利用 (3.6) 式 ,容易 写 出 方程 (3.9) 的 通 解 为 
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¥(2} = ce- 十 fe ~s) Ftsyds. ,1 DY 
现在 选择 常 教 C, 使 yCzx) 成 为 2r 周期 函数 , 骂 
yx + a) = yr) 《3. 11》 


成 立 . 我 们 先 来 证 明 , 要 使 (3. 11》 对 所 有 z 成 立 , 其 实 只 需 对 某 一 
特定 的 z( 例 如 x 二 的 成 立 , 即 只 要 求 

BC2mr) = yc0), (3, 12) 
事实 上 ,由 于 ya) 是 方程 (3.9) 的 解 , 且 f(z 十 27) 圭 f(z), 所 以 
ytz 十 27) 也 是 (3. 9 的 解 . 国 此 ,函数 wz) 一 yz 十 2 一 ylz) 是 
相应 齐 次 方程 的 解 . 如 果 {3. 12) 成 立 ; 则 ulz) 满足 初 值 条 件 ut03 
= 0， 因 此 ,由 性 质 1 可见, zz) 才 处 从 而 (3.11) 成 立 . 

现 将 公式 (3. 10) fA 12) ,得 到 


“一 I | ef ts)ds, 


把 它 代 回 (3. 10) 式 ,就 得 到 所 求 的 24 周 期 解 ,再 利用 fCx) 的 2r 周 
期 性 ,最 后 可 以 把 这 个 解 简化 


yr) = 二 有 


一 上 
T 鲍 3 有 AL 让 
` 如 图 2-5 所 示 , 电 感 二 ， 电阻 8 及 电源 电压 降 刀 均 为 正 的 常数 
求 电 键 闭合 后 电路 中 的 电流 强度 :== 让， 
解 “利用 电学 中 的 克 希 考 夫 定律 ,得 到 微分 方程 


工 和 十 有 一 及 . (3.14) 


3.13) 


这 是 一 个 一 阶 线 性 方程 , 它 显然 有 特 解 i = 元 .而 相应 齐 次 线性 广 


程 的 通 解 为 Ce-?', 其 中 C 为 任意 常数 . 因此 ,利用 上 述 线性 方程 的 
性 质 4,; 可 知 方程 (3. 14) 的 通 解 为 


下 
i = + Ce 


¥ 
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由 此 可 以 确定 满足 初 值 条 件 i(0) 一 0 的 解 为 


一 天 (1 一 e- £0), 


它 的 图 形 见 图 2-6. 入 


图 2-5 图 2-6 
当 题 2-3 
1. 求解 微分 方程 Yow 
(13 旬 十 2 = se Yo Wx 人 


人 

dy ”1 ET et | 
《33 xz 和 十 29 一 sine， 扩 32 二 _ px _ E+ 
C4) lt 10) = 1 

2. 把 下 列 微分 方程 化 为 线性 微分 方程 ， 


《2 + pig = sin2e 


FP ， . ，- 
(D 你 一 生 直 和 ， 里 =*9 网 
上 ， 时- - 
(9 tt pe: 
| x 
《3 3zP 理 十 天 十 二 一 0 由 -区 1) 
ve = 
人 六 ts. 
dr 一 cosy + 外 


3. 设 》 一 p(x) 满足 币 分 不 等 式 从 1 
Fav 4 TR 


\ DA A ) KR Re 
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¥ 二 oar 0). 
求证 : 
gy SC pO hr Ve, 0. 
4. 用 誉 煞 变 显 法 求解 非 齐 次 线性 方程 (3. 1), 鼠 ;入 设 方程 (3.1): 有 形 如 
(3. 3) 的 解 ;但 其 中 的 常数 0 "变易 ”为 :的 一 个 符 定 酉 数 5(x), 然后 将 这 种 形 
式 的 解 代 入 (3, 1) , 哥 去 确定 C(x). 
3 考 溢 方程 


多 二 pez) = (7), 《3 15} 


其 中 ptz) 和 gtx) 都 是 以 六 0 为 周期 的 连续 函数 . 试 证 ， 
C1) 车 gtx) 三 0, 则 方程 (3. 15) 的 任 一 非 党 解 以 wo 为 周期 , 当 且 仅 当 
函数 p(x} 的 平均 值 


p= 过 人 cu 一 04 


《2) 车 ges) 天 0 则 方程 (3. 15) 有 唯一 的 周期 解 , 当 且 仅 当 了 关 康 

试 求 出 此 解 - 
6. 设 和 连续 画 数 f(x) 在 区 间 一 so 所 xy 二 十 oo 上 有 界 . 证 明 :方程 
护 十 # 二 F(z) 

在 区 间 一 co 之 z 忆 十 oo 上 有 并 且 愉 有 一 个 有 和 界 解 . 试 求 出 这 个 解 ,并 进而 证 
明 ; 当 了 (Cz) 还 是 以 为 周期 的 半期 函数 时 ,这 个 解 也 是 一 个 其 为 计 期 的 周期 
函数 . . . 
7. 令 空间 夺 二 {f(z) 17 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 }. 易 知 本 ' 关于 实数 域 
徇 成 一 个 线性 空间 , 对 于 任意 f E 如 "定义 它 的 模 

1 = max 17C 


证 明 妾 " 是 一 个 完备 的 空 河 ( 骂 panah 空间 ). 利用 (3. 13) 式 可 以 在 空间 好" 中 
定义 一 个 变换 w， 它 把 了 变 到 # 试 证 :g 是 一 个 从 可 到 能 线性 算 子 ,而 且 
它 基 有 界 的 . 即 要 证 : 

“07 对 性 得 常 数 C 和 Cs, 以 及 枉 何 ft,fr E 有 H', 我 们 有 
PO 十 Cafa) 一 Cp) 十 Cap(fa)+ 
(2) ”对 任何 了 EE 各 我们 有 | 
外 志 出 剖 - 
其 中 六 0 是 常数 | 
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§ 4. ”初等 变换 法 


在 前 面 几 节 中 ,我 们 已 经 介绍 了 对 恰当 方程 ,变量 分 离 的 方程 
和 一 阶 线性 方程 的 求解 法 . 现在 ,凭借 初等 变换 之 助 ,我 们 来 扩充 
可 求解 方程 的 范围. 事实 上 ,读者 已 在 上 一 节 的 习题 .2 中 看 到 了 变 
换 对 求解 微分 方程 的 作用 . 下面 再 看 两 个 简单 的 例子 . 
E 例 1] 对 于 形 如 


于 一 了 ftz 十 3) 


芍 方 程 , 如 果 引 进 变换 * = > 十 y, 其 中 为 新 的 未 知 函 数 , 则 方程 
立即 化 为 


du 
if 


这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 ,本 此 不 难 永 得 通 解 ， 上 
《人 鲍 21 对 于 微分 方程 
”i dy _ xy? 十 sinx 
1 
如 果 引 进 变换 "= 妨 , 则 方程 变 为 
tu _ : 
Fd 十 sinz， 
这 是 一 个 对 * 的 一 阶 线性 方程 , 它 的 解法 刚 在 上 节 讨 论 过 | 
下 面 介 绍 几 个 标准 类 型 的 微分 方程 ,它们 可 以 通过 适当 的 初 
等 变换 转化 为 变量 分 离 的 方程 或 一 阶 线性 方程 - 


4.1 齐 次 方程 


如 果 微 分 方程 
(za + Qtry)dy = 0 (4, 1) 
中 的 函数 Ptz,y7) 和 Qtz,5) 都 是 z 和 5 的 同 次 (例如 癌 次 ) 齐 次 本 
救 , 即 ， 


rr re er 
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Pliz,ty) = Pr), QUrty) = OC Ys 《4.2) 
则 称 方程 <4. 1) 为 齐 次 方程 (注意 这 与 上 上 节 定 多 的 齐 次 线性 方程 
木 是 一 回 事 ). 
”对 于 齐 次 方程 (4. 1) ,标准 的 变量 替换 是 
¥ 一 Ws +: 4.3) 
其 中 为 新 的 未 知 函 数 ,z 仍 为 自 变量 . 注意 ,从 关系 (4 2) 其 知 
| Plzsy) = 已 (zyzau) = zmPC1)， 
QT = Or rE) = "OC uy, 
因此 ,把 变换 (4.3) 代入 方程 (4, 1) ,就 得 
"LP ,uy + la} dr 十 xT1Q(l ds = 0, 【4， 5) 
这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 . 
【附注 1 了 易 知 方程 (4. 1) 为 齐 次 方程 的 一 个 等 价 定 义 是 ， 
它 可 以 化 为 如 下 的 形式 
ES 


【 尾 注 2】 容易 看 出 , z= 0 是 方程 (4. 5) 的 一 个 特 解 .但 它 
未 必 是 原 方 程 (4. 1) 的 解 . 出 现 这 种 情况 的 原因 在 于 ,变换 (4 3) 
当 # 二 0 时 不 是 可 道 的 . 

【 例 31 求解 微分 方程 . 


(dd, 4) 


并 = Tt 
mr 
解 … 这 显然 是 一 个 齐 次 方程 - 因此 ， 令 ? 一 吃 * 得 到 
1 十 
= 符 十 * 一 1 一 如 
亦 姓 
工 一 站 和 灾 
1 十 证 . 下 
积分 此 式 ， 可 得 


arctga— In wl 5 na 一 inC， 
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(任意 常数 c >> 0), 从 而 
1z| | 十 we 一 人 rearc Bs 
以 4 二 过 代 回 上 式 ,就 得 通 积分 


VET = Ce ez. 
如 果 用 极 坐 标 z 二 reos9,y = "sing, 则 得 到 较 简单 的 形式 
7 一 Cet, 
这 是 以 原点 为 焦点 的 螺 线 族 ( 仿 点 的 定义 将 在 第 八 章 介绍 ). 1 
[ 例 科 讨论 形 如 
Ei ez 十 好 十 < | 


dx mr 二 二 并 
的 方程 的 求解 法 . 这 里 设 a,8,c,mya 和 为 常数 . 
解 ” 当 c 二 1= 0 时 , 它 是 齐 次 方程 ,因此 可 用 变换 4 一 过 求 
解 . 当 c 和 各 i 不 全 为 零 时 ,分 如 下 两 种 情形 讨论 ，: 
(1) A4=an— bm 0. 
此 时 可 选 常数 “和 有 ,使 得 
| wa 十 8&8 十 c= 0，, 
me 二 n8 二 + i= 0. 
取 自 变量 和 未 知 函 数 的 (平移 ?变换 
| 二 二 a, 
| y= 十 记 ， 
型 原 方程 就 化 为 与 7 的 方程 
经 /| 于 十 后 | ， 
s me 二 nn 
这 已 是 齐 次 方程 . 因此 ,只 要 令 4 一 如 , 即 可 把 它 化 成 变量 分 离 的 
方程 


一 


= bm = 0 
此 时 有 于 一 时 二 和 因此, 原 方程 化 为 
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= dr 二 妇 十 c 
dr Atar 十 by}! 
令 二 az 十 部 为 新 的 末 知 函数 ,zx 仍 为 自 变 量 , 则 方程 可 化 为 
Eb vt 
zr 各 二， 


它 是 一 个 变量 分 离 的 方程 ,1 


4.2 伯 瓜 里 方程 
形 如 
江 十 pz 一 gy (4. 6) 

的 方程 称 为 伯 努 里 方程 ,其 中 * 为 常数 ,而 且 * 关 0 和 1. 

以 寺中 乘 方程 两 边 , 即 得 

(yg) = (1 — go) 
然后 令 : 二 六, 就 有 
+ ~ ps = (1 — ge), 

这 基 关 于 未 知 甬 数 : 的 一 阶 线性 方程 . 


4.3 黎 卡 担 (Riccati ,1676 一 1754) 方程 
假如 -… 阶 微分 方程 
dy 
= fixy) 
的 右 端 暗 数 ftz,) 是 一 个 关于 y 的 二 谋 包 项 式 , 则 称 此 方程 为 二 
次 方程 ; 它 可 写成 如 下 形式 
Lo pla) + g(r)y + rz), (4.7) 
其 中 苔 数 p(x) ,glz) 和 7(z) 在 区 间 工 上 连续 ,人 而且 plx) 天 0, 方程 
《4.7) 通常 又 叫 作 黎 卡 担 方程 .这 是 形式 上 最 简单 的 非 线性 方程 . 
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但 是 ,一 般 而 言 , 它 已 不 能 用 初等 积分 法 求解 ， 在 下 述 两 个 定理 的 
证 明 中 ,请 读者 体会 初等 变换 的 技巧 . 

定理 2 设 已 知 黎 卡 提 方 程 (4. 7) 的 一 个 特 解 y = gu(z)》, 则 可 
用 积分 法 求 得 它 的 通 解 . 

证 明 对 方程 (4.7?) 作 变 搁 


yg = 二 W(t) 


二 是 新 的 末 知 盏 数 -1 2 GT 
2 
去 十 如 一 pa) [ez 十 3 C2)u 十 gC)] a a tT 
十 qx) [eu 十 P(r)] 十 "(zs . 飞 > 


由 于 y= 0 是 (4.7) 的 解 ， 从 上 式 消去 相关 的 项 以 后 ;有 -= = 全 人- 
x 
2 一 = 12pCr)p tz) + gz Je + pz), 
这 是 ~ 个 伯 努 里 方程. 由 前 面 对 方 程 (4. 6) 的 讨论 可 知 ,此 方 独 可 
以 用 积分 法 求 出 通 解 ，1 . 
定理 3 设 黎 卡 提 方 程 


oy = hem, {4, 8) 
苯 中 a,5,m 都 是 常数 , 且 设 a 关 0. 叉 设 ft 关 0 和 yy 天 0. 则 当 
一 入 一 挑 
m = D0, ， 下 二 1， 殉 二 了 ， (一 12) 《和 9) 


时 ,方程 (4. 8) 柯 通过 适当 的 变换 化 为 安 玫 分 商 的 方 和 
证 明 “不妨 设 a= 拒 否 则 作 自 变 量变 换 字 一 sz 即 可 )， 因此 代 
村 方程 44, 8) ,我 们 考虑 方程 


娄 十 = em ， 《4, 10》 
当 m 一 0 时 ,(4.10) 是 一 个 变量 分 离 的 方程 


当 亚 一 一 2 时 , 作 变 换 >= zy, 其 中 :是 新 未 知 育 数 .然后 代入 


一 


42 第 二 章 ”初等 积分 法 


方程 (4. 10), 得 到 


2 = 2: 2). 
ER I 


这 也 是 一 个 变量 分 再 的 方程 
当 m = 讽 卫 时 , 作 变 换 


一 entl, y= 
其 中 和 # 分 别 为 新 的 变量 革 厅 知 西数， 则 (4.10) 变 为 
tn 
tT Ce C4.11) 


其 中 * = 鞠 一 :再 作 变 换 
< 一 工 ， y= 二 tz&, 


其 中 上 和 >: 分别 是 新 的 和 变 昭和 未 知 汪 数 ， 刚 (4.11) 变 为 


人 2 
dt 


G41) 
其 中 人 = FE 二 1 了 二 本 


方程 (4. 12) 与 (4. 10) 在 形式 上 一 样 ,只 是 右 端 自 变量 的 指数 
从 和 n 变 为 比较 mm 与 1 对 上 的 依赖 关系 不 难看 出 ,只 要 将 上 述 变 换 
的 过 程 重复 * 次 ,就 能 把 方程 (4.10》 化 为 一。 的 情形 

当 各 一 于 一 时 ， 微分 方程 (4. 8) 就 是 (4. 11) 的 类 型 ,因此 可 
以 把 它 化 为 籁 分 方程 (4. 12) 的 形式 ,从 而 化 归 济 二 一 0 的 情形 
至 此 定理 证 完 . i 

【附注 33 上 面 的 定理 3 是 由 Johann Bernouli 之 子 Daniel 
Bernoulli(1700 一 1784) 在 1725 年 得 到 的 .这 个 定理 指出 ,对 于 黎 
卡 提 方 程 (4. 8) 能 用 初等 积分 法 求解 ,条 件 (4. 9) 是 充分 的 . 实际 
L ;时 隔 -… 百 多 年 之 后 刘 维 尔 在 1841 年 进而 证 明了 条 件 (4. 9) 还 
是 一 个 必 层 条 件 - 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [1]. 刘 维尔 的 这 一 


十 江 二 £4. 12) 


cat Cm 十 T)2 f 
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工作 ,在 微分 方程 的 发 展 史上 具有 重要 意义 . 在 此 之 前 ,人 们 把 主 
要 注意 力 放 在 微分 方程 的 (初等 积分 ) 求解 上 ,而 刘 维 尔 的 研究 结 ， 
果 说 明 ,即使 形式 上 很 简单 的 黎 卡 提 方 程 ( 例 如 们 三 如 十 六 ) ,一 般 
也 不 能 用 初等 积分 法 求解 ， 这 就 所 使 人 们 另 辟 新 径 , 例 如 :从 理论 
土 研究 一 般 微 分 方程 初 信 同 题 的 解 是 否 存 在 ,是 否 唯 一 ?了 怎样 从 
微分 方程 本 身 的 特点 去 推断 其 解 的 属性 (周期 性 ,有 界 往 ,稳定 性 
等 等 ) ? 在 什么 条 件 下 可 将 微分 方程 的 解 用 收 伍 的 等 级 数 来 表 
示 ? 怎样 求 出 微分 方程 的 近似 解 ? 等 等 , 这 就 促使 微分 方程 的 研 
究 进 入 一 个 多 样 化 的 发 展 时 期 , 本 教程 在 随后 的 章节 中 将 或 多 或 
少 地 涉及 到 土 述 一 些 论题 ， 

【附注 41 黎 卡 提 方 程 在 历史 上 种 近代 都 有 重要 应 用 , 例如 ， 
它 曾 用 于 证 明 贝 塞 尔 方程 的 解 不 是 初等 画 救 ,另外 它 也 出 议 在 现 
代 控制 论 和 向 量 场 分 支 理 论 的 一 些 问 题 中 ， 


习 是 -4 各 


1. 求解 下 列 御 分 堪 程 ， 
一 七 
~ tl) vy 一 站 二， 
2 一 2 十 5 
2 一 -单一 4 


zayt1 
‘3) ad 1’ - 


(4) ¥ = 
2. 利用 适当 的 变 撞 ;求解 下 列 方程 。 . 
(1) 六 一 cos(z 一 的 . 
《2) ， Bw 十 da +A 十 tp)a 一 一 0 
93) 十 及 二) 全 一 2z(2 一 - 王 )， 


十 Mp 一 .7 
0 本 = - 台 吕 
5 83, 求解 下 利 摧 分 方程 : 
GD 一 “ 


(2 ¥ 一 


Du . 


Vv 
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(2) y= 二 对 十 1 
U4. 试 把 二 阶 机 分 方程 
Lic + OO 一 人 
化 成 一 个 黎 卡 提 方 程 - - 
ww 有 求 一 曲线 ,使 得 过 这 曲线 上 任意 点 的 切线 与 该 点 向 入 的 交 前 苦于 和" 
$5, 探照灯 的 反光 镑 [旋转 面 ) 应 具有 何 种 形状 ,才能 使 点 光 浇 发 射 的 光 东 
反射 成 平行 线束 


$5。 积分 因子 法 
在 本 章 的 $ 1 中 我 们 已 看 到 ,假若 方程 
Pelz,ydds 十 Biry)dy 一 5. 1) 
是 恰当 方程 ; 即 完 一 般 , 则 它 的 通 积分 为 
上 PKzy9 梧 十 : 了 Q(z nady = UC. 


在 $2 一 订 刘 我们 宗主 论 了 要 后 1) 不 是 恰当 方程 时 ,如 
何 把 它 转 化 为 一 个 恰当 方程 的 求解 问题 . 例如 , 当 (5.1) 具有 变量 
分 离 的 形式 
SS 十 尼 1 KF (dy = 一 0 


时 ,用 wz = wor 条 方程 两 向 ,就 得 到 一 个 恰当 方程 


当 (5.1) 是 一 个 一 阶 线性 方程 , 亦 即 
四 十 (pfz3g — gr) Nar oD 一 - 
时 ,用 wz) 二 =。 上 科 上 斌 两 向 , 谣 得 章 一 个 恰当 方程 " 
Ce degy 十 phye Reyaryas) gs)e Pbiras 一 o 
现在 我 们 尝试 将 这 种 方法 一 般 北 :对 二 艘 的 方程 (5!1) ,设法 
季 找 一 个 可 微 的 非 零 本 数 x = px,y)， 使 得 弄 客 薄 闻 秤 (中 1) 后 ， 
所 得 方程 . | i 


i ee ~ 
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HTHIP Er dr rg Mr dy 0 (5. 2} 
成 为 恰当 方程 , 亦 即 
CuP) 有) 
四 ”一 一 和 | C5. 3} 


这 时 , 冰 数 4 = uCz,y) 叫 作 方程 (5. 1) 的 一 个 积分 因子 . 

问题 是 : 对 于 给 定 的 方程 (5. 1), 它 的 积分 因子 是 否 一 定 存 
在 ?如果 存在 , 它 是 否 容易 求 得 ? 事实 上 ,寻求 积分 因子 kz, 纺 ， 
就 是 求解 偏 微分 方程 (5. 3) ,或 等 价 地 ,求解 一 阶 偏 微分 方程 

P 关 一 8 甘 = < 旦 一 于)， 

其 中 PP 和 8 为 已 知 阔 数 ,而 扩 二 LCz,y) 为 采 知 阔 数 . 以 后 我 们 将 会 
知道 ,虽然 从 理 沦 上 说 偏 微分 方程 (5. 4) 的 解 是 存在 的 ,但 对 它 的 
求解 ,又 归结 到 对 我 们 原来 方程 (5: 1) 的 求解 ( 见 第 十 一 章 ). 
此 ,一 般 而 言 ,从 (5. 4 求 出 积分 因子 的 表达 式 再 去 求解 (5. 1) 是 
行 不 通 的 - 然而 ,在 某 些 特殊 情形 下 ,利用 (5, 4) 去 寻求 (5. 1) 的 积 
分 因子 却 是 可 行 的 ， 

例如 ,假设 方程 (5. 1》 有 一 个 只 与 有 关 的 积分 因子 w = 
Aga), 则 由 充 要 条 伯 (5. 4) 推出 - 


【5. 4) 


如 三 二 (下 本 Et 
或 者 
DPCr,y) _ D(x ,yy) 
1 de) 一 为 区 
es rr Gry) : (8. 5) 


由 于 上 式 左 端 只 与 有关, 所 以 有 端 亦 然 . 因此 ,微分 方程 (5.1) 有 
一 个 只 依赖 于 x 的 积分 因子 的 必要 条 件 是 :表达 式 
站 ap(zjg) 2029) 
一 Br 


Oy) 5.6) 


只 依赖 于 z, 而 与 y 无关: 
反之 , 设 表达 式 (5.6) .内 俄 况 于 z, 记 为 Gz). 考虑 到 (5. 5) 式 ， 


rr 
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我 们 令 


由 此 得 到 
uz2) = e FE, (5. 7) 

容易 验证 它 就 是 (5. 1) 的 一 个 积分 因子 . 现在 ,我 们 把 上 面 的 讨论 
表述 为 如 干 定理 . 

定理 4 微分 方程 人 65. 1) 有 一 个 只 依赖 于 z z 的 积分 因子 的 充 
要 条 件 是 : :表达 式 (5. 6) 只 依赖 于 *，, 而 与 ? 无关: 而 且 若 把 表达 式 
665.6) 所 为 005, 风 南 (6.7) 所 示 的 两 数 民 2) 是 方程 (5. 1) 的 一 个 
积分 两 子 本 ， TT 


一 “ 奖 概 节 , 可 以 得 出 下 面 平行 的 结果 ， 


定理 5 ”微分 方程 (5. 1) 有 一 个 只 依赖 于 y 的 积分 因子 的 充 
要 条 件 是 ;表达 式 


1 了 人 的 PU) 
| 
| 3 ry) 


Przx,y) dr 
只 依赖 于 3 而 且 此 时 函数 py) 一 e 所 9 和 是 方程 (5. 1) 的 一 个 积 
分 因子 .| 
E 生 1] 求解 微分 方程 
【322 ydr 十 【2z5 — rdy = 0. 5. 8) 


守 ?一 各 =20 一 229)， 


i 8) 不 是 恰当 方程 : 容易 看 出 , 它 既 不 是 变量 分 离 的 方 
程 和 齐 次 方程 ,也 不 是 一 阶 线 性 方程 ， 然而 ,把 上 页 得 到 府 等 式 代 
入 (5. 6) 式 , 就 得 到 
可 [于 一 闫 | = 2 
CAE . 
它 私 依赖 于 zx. 因此 由 定理 4 短 , 有 称 公 因子 . .，..、- 
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tx) = oh 
然后 ;以 nlx) 飞 (5.8) 式 , 得 到 一 个 怡 当 方程 
3ztz + 2gdy + EE = 0, 
由 此 可 求 得 通 积分 
十 及 一 六 =cC. 1 


现在 我 们 从 另外 一 种 观点 一 一 分 组 求 积分 因子 ,来 看 看 上 面 
的 例子 .将 (5. 8) 的 无 端 分 成 两 组 : 
《3zldz 十 2xz28d8) 十 《sdz 一 wdy) = » 


其 中 第 二 组 gm 一 z 直 显然 有 积分 因子 页 ,去 或 豆 二 殉 如 果 同时 


照 烽 到 第 一 组 , 则 “一 点 是 两 组 人 其 的 可 分 因 于 从 而 是 方 和 


《5. 8) 的 积分 因子 . | 

为 了 使 这 种 分 组 求 积分 因子 的 方法 一 般 化 ,我 们 需要 下 面 的 
定理 ,其 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

定理 6 车 上 = wz 所 是 方程 (5. 1) 的 一 个 积分 因子 ,使 得 

aPlrry)ds 十 par ydy 一 dr ,YY 

风 z(x,yg(B(z ,9)) 也 是 (5. 1) 的 一 个 积分 因子 ,其 中 8 ) 基 任 一 
可 微 的 非 零 函数 .上 

以 下 就 是 对 分 组 求 积分 因子 法 的 一 般 化 说 法 ， 

侵 设 方程 65. 1) 的 堪 疹 可以 分 成 两 组 ,部 : 

《Pi ez ay) + (CPs dx + We dy) 一 0 

其 中 第 一 组 和 第 二 组 各 有 积分 因子 由 和 ws, 使 得 

mtPidr 二 dy) = dB mCPs dx + Qe dy) 一 人 
出 定理 6, 对 任意 可 微 函 数 y 和 5 mgi( 作 ) 是 第 一 组 的 积分 因子 ， 
而 jgz(B) 是 第 二 组 的 积分 因子 . 如 果 能 适当 选取 gj 与 和 2, 使 得 

Hig1 《人 二 Hzg2 CF), 

则 广 二 ogg 就 是 方程 (5. 好 前 一 个 积分 因子 . 


1 
二 
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【人 鲍 2] 求解 微分 方程 
(zy — 2y Ydr -xdy 一 0. 
解 ”将 方程 左 端 分 组 : 

{zydx 十 ridy} — 2ydr = 0. (5,9) 
前 一 组 有 积分 因子 去 和 通 积 分 一 0; 后 一 组 有 积分 因子 去 和 通 
积分 z 一 C. 我 们 要 寻找 可 徽 函 数 9: 和 gz, 使 

识 91Cy) 一 汉 g2 C2) 

这 只 要 取 


gitwyy = gzfKz) 一 下 


Ce 
从 而 得 到 原 方程 的 积分 因子 


一 
然后 以 它 淹 放 昌 65.0 ,和 本 


二 dsy) 一 下 加 一 月 . 


积分 此 式 ， 不 难 求 得 方程 的 通 解 
” 233 . 
3 
其 中 为 任 间 数 , 加 和 2 一 0, 和 ?一 0 它们 基 在 用 各 分 
于 村 方程 时 丢失 的 尖 。 - 


At 一 7 Ee ; (5, 10) 


是 一 个 积分 因子 ( 郊 本 节 习 是 3 作为 例子 ,我 们 用 它 量 新 求解 
.$4 的 烙 3. 
于 例 3] 求解 齐 次 方程 
《xz 十 ¥)dx 一 c — yay = 0. 
解 ”由 (5.10) 可 见 , 这 方程 有 积分 办 子 


加 
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1 1 
A ar yr 二 
以 它 敢 方程 ,得 到 pe 
Xdz + ydy ay ~ gdx 


| Be 2 十 拓 = 0, 
积分 上 式 ， | 
3 十 扩 ) 一 aretg 站 和 一 inC， (> 的 
下 此 得 通 积 分 


VT Cr | 
读者 已 经 看 出 ,积分 因子 法 可 以 代替 本 章 介绍 的 许多 方法 ,并 
且 使 计算 简捷 . 然 丽 要 掌握 好 这 个 方法 ,须要 严 活 运用 本 节 指 出 的 
一 些 原则 ,以 及 有 关 的 微 积分 公式 和 技巧 ,并 且 在 练习 中 注意 观察 
和 思考 ,不 断 积累 经 验 . 


习 题 2-5 

1. 求解 下 列 微 分 方程 :: | | 
i 

(2 ya Ge 一 “ 一 部 1 

(2) (3z 十 了 ar 十 (二 十 划一 0: 

CY gl [Ee ,4 

《5) 22¥sdz 十 CTF Ty = 0 

BY el a rd = 0 

CD gd + 202 — myay = 0 

《ct + 2 cos 扩 时 天 0. 


“和 .证 明 方程 (5. 1j 和 A Go) 的 积分 因 计 的 完 要 条 件 枯 ， 


二 至 二 
jw” = f (R27)), 
Ea 起 
并 写 出 这 个 积分 因子 , 骸 后 特 结 果 应 用 到 下 浊 务 种 情形 ， 得 出 存在 每 一 种 类 


er a -2 
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型 积分 因子 的 充 要 条 件 ， 
(1) = a 
C2) 下 一 pr) 
(C37 下 一 H(zX¥)1 
(4) 一 KCE) 
(58) A#= rg). 
3. 证 明 齐 次 方程 Ptr,y)dzr 十 (Cz,yay 一 0 有 积分 因子 # 一 二 二 万 
4. 证 明定 理 6 及 其 道 定理 :在 定理 6 的 假定 下 ,车 x 是 微分 方程 (5,1) 的 
另 一 个 积分 因子 , 则 jv 必 可 表 为 p 一 pt) 的 形式 ,其 中 函数 yg 和 省 的 意义 与 
在 定理 5 中 相同 . 
. 5. 设 水 数 PCz v5 拉 pCx49) 和 pzlz ,都 是 连续 可 微 和 的. 而且 和 
各 是 微分 方程 (5. 1) 的 两 个 积分 因子 ,和 和 入 昌 关 常数 . 试 证 经 二 C 是 方程 
(5. 1) 的 一 个 通 积分 . 


36. 应 用 举例 


在 前 面 几 节 中 ,我 们 已 经 举 出 几 个 用 微分 方程 解决 的 实际 例 
子 . 本 节 将 再 介绍 几 个 实例 ,借以 进一步 展示 一 阶 微分 方程 的 -- 些 
简单 应 用 . . 
【 例 1] 求 已 知 曲线 族 的 等 角 轨 线 . 
假设 在 (zx,y) 平面 上 由 方程 
zz 一 0 《6, 1) 
给 出 一 个 以 C 为 参数 的 曲线 族 . 我 们 设法 求 出 另 一 个 曲线 族 
wiry, KEK) = 0, 6. 23 
其 中 下 为 参数 ,使 得 谈 (6.2) 中 的 任 一 条 曲线 与 族 (6.1) 中 的 每 一 
条 曲线 析 交 成 定 角 a - 称 这 样 的 曲线 族 《6. 2) 为 已 知 曲线 旋 (6..1) 


的 等 角 轨 线 族 . 特别 地 , 当 a 一 于 时 ， 称 曲线 族 (6. 2) 为 《6. 1) 的 正 


交 轨 线 族 - 
(6.1) 是 一 个 单 参 数 的 曲线 族 ,可 沁 先 求 出 它 的 每 一 条 时 


a 


a 
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所 满足 的 微分 方程 ;再 利用 等 角 轨 线 的 几何 解释 ,得 出 等 站 轨 线 应 
满足 的 微分 方程 :然后 解 此 方程 , 即 得 所 求 的 等 角 轨 线 族 (6. 2). 
具体 地 说 ,假设 多。 天 0, 则 可 由 联 立 方程 
Bry,0) = U0, 


6. 3 
Prtr yt dr Pytrry Ody 一 0 4 ) 
消去 2 ,得 到 曲线 族 (6. 1) 所 满足 的 微分 方程 
入 
dr H(z,9), 6.4) 
其 中 
H(zsy) 二 Dlr CT, - 


Dr ya Or) 
这 里 C= Cz: 所 是 由 Bz,8,09 二 0 决定 的 函数 ( 见 第 一 章 § 1)， 
如 果 我 们 把 方程 C6. 4) 在 点 (+ 站 的 线 素 出 束 记 为 yi ;而 把 与 


它 相交 成 a 角 的 线 素 斜率 记 为 yy， 划 当 a 关 三 2 时 ， 有 


ry 
七 一 
so ne 
即 
ro 
中 rtgat 1 


这 样 ， 所 求 等 角 扫 线 的 微分 方 各 为 


亦 即 
二 (6. 57 


人 1 y) ge 
2 - 


亦 即 所 求 正 交 轨 线 的 微分 方程 为 


Per a rr 
| 上 上 “PPE er Un rt pn 
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+. 
如 Hlrey) 
方程 (6. 5) 与 (6. 6) 中 的 落 数 请 (zx,y? 与 (6. 4) 中 的 相 辣 . 
求解 微分 方程 (6. 5) (或 (6. 6)) ,就 可 以 得 到 (6. 1) 的 等 划 轨 
线 族 ( 或 正 交 二线 族 } C6. 2). 
需要 注意 的 是 ,在 推导 方程 (6. 4) 时 ,我 们 用 了 条 件 多 rr， 
2 关 0, 即 在 点 tz,) 附近 ,外 (x 8,0) 二 0 决定 了 # 作 为 x 的 单 值 沙 
数 . 若 yxyg0) 一 0 而 多 sx 天 0 刚 可 视 z 和 作为 了 的 函数 进 
行 类 但 推 导 . 其 实 , 我们 只 要 将 微分 方程 C6. 4), (6.5) 和 (6- 6) 改 
训 为 与 之 等 价 的 对 竹 形 式 , 则 不 必要 匹 分 土 述 两 种 情形 , 我 们 把 方 
程 (6. 3) 的 第 二 个 方程 写成 对 称 形式 , 正 是 出 于 这 种 考 讶 . 
等 角 轨 线 族 不 仪 在 数学 本 调 有 用 (例如 当 0<a <r 时 ,它们 
可 以 取 为 坐标 系 ); 而 且 在 某 些 物理 与 力学 问题 中 也 有 用 , 俩 如 更 
电场 中 的 电力 线 族 与 等 势 线 族 就 是 互 为 正 交 的 ; 
作为 一 个 例子 , 设 电 力 线 族 
的 方程 为 
y 一 关 z2，《 丘 为 参数 )， 
这 是 一 个 抛物 线 族 ( 见 图 2-7). 从 - 
联 立 方程 | 
# = Kz’, 
dy — ZKEdr, 
中 消去 丘 , 得 到 一 个 对 称 形式 的 
微分 方程 
2 一 TI 一 个， 
因此 ,与 之 正 交 的 微分 方程 为 
war 二 2ydy = 必 , 


C6. 6) 


yp . 
iA 人 > 
HAN 


J . 


它 的 通 积分 为 "、 
zi 十 2 一 2， ， 
《C > 0 为 参数 ). 这 就 是 所 求 的 等 势 线 族 ( 同 心 本 中 族 2， 1 


二， 
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【 例 2] 对 我 国人 口 总 数 发 展 趋势 的 估计 . 

人 口 问题 是 个 很 复杂 的 生物 学 和 社会 学 问题 . 用 数学 方法 
来 研究 它 ,目前 只 是 … 个 党 试 . 我 们 在 这 里 介绍 一 个 比较 棚 糖 的 数 
学 模型 , 令 XCD 去 示 基 -… 个 国家 在 时 间 上 的 人 人口 总 数 , 严格 地 浇 . 
入 CD 大 一 个 不 过 续 的 阶梯 函数 ,但 是 一 个 人 的 增 减 与 全 染 人 数 梓 
比 极为 微小 ,我 们 将 把 w(D 视 为 光滑 的 送 数 ,这 样 就 可 应 用 微 各 
分 的 方法 . 记 7 二 rllN) 为 人 口 增 长 率 ( 出 生 率 与 死亡 率 之 基 ) 
由 于 在 时 间 肉 的 平均 增长 率 为 =, 其 中 4 为 人 口 的 增 品 . 
所 以 


i 1 dn 
"Tn EN Nd 
邯 
全 = 站 了 人 了 


这 就 证 人 日 总 数 * 所 满足 的 徽 分 方程 , 最 简单 的 模型 基 息 设 、 六 
常数 & > 0. 于 是 容易 求 出 初 值 问题 
| EA 


: A (ES: 

| Nf) = No LH, 91 
的 解 为 

N = Noettt -th), 6.10: 


这 表明 人 人 口 是 按 指数 曲线 增长 的 ,这 就 是 孔 众 芯 斯 估 口 论 的 根 瞻 . 
这 一 理论 已 被 实践 证 明 是 错误 的 . 

_ 容 易 明 了 ,人 口 的 增长 率 是 会 随 人 口 基数 的 增 大 而 下降 的 .办 
此 人 和 们 又 提出 了 个 新 的 模型 ,假设 各 

T= by, CH, 11} 

天 中 下 的 常数 4 和 5 称 为 生命 系数.， 些 牛 态 学 家 测 得 a 的 自 串 倘 
为 0.029, 而 5 的 值 则 取 奖 于 各 国 的 社会 经 济 菜 件 . 在 这 - 撤 证 下 ， 
方程 66.7) 成 为 
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dN ， 
二 一 位 一 8NDN， C6, 12) 


这 是 -个 变 最 分 离 的 方程 . 初 值 问题 46. 12) 十 (6.9) 的 解 为 


ar dNo erti—t) 
一 a — bNo 十 Be 人 人 一 二 《6. 13) 


据 文献 记载 ,美国 和 法 国 曾 用 这 个 公式 预报 过 人 口 的 变化 , 结 
末 旺 相当 符合 实际 的 ;而 比利时 则 木 其 符合 ,这 是 因为 当时 比利时 
向 笛 果 进行 着 大 量 移民 . 至 于 这 个 公式 是 省 适用 于 我 国 , 还 有 待 于 
实 峰 的 检验 . 

根据 1980 年 5 月 1 日 公布 的 数字 ,我 国人 口 总 数 在 1979 年 底 
为 97,092 人 ,假设 当时 的 人 口 增长 率 为 1. 45 归 , 即 取 而 一 1979， 
2 一 97092 X 1 ro 一 00145, 册 由 (6. 117 式 可 得 

iv 一 aa 一 mm 一 4029 一 0.0145 一 0.0145， 《6. 14) 

这 样 一 来 ,过 利用 (6. 13) 式 对 我 国 的 人 口 总 数 作出 估算 . 我 们 将 
一 部 分 计算 结果 列 成 下 表 : 


Eee 


最 近 两 年 ,我 国 又 公布 了 两 次 人 人口 数字 ;1987 年 ? 月 的 抽样 调 
查 结 果 为 10. 72 亿 ( 注 意 上 表 中 的 10. 82 亿 是 1987 年 底 的 估算 
值 );41988 年 底 的 统计 数字 为 10. 9614 亿 (1989 年 2 月 19 日 公布). 
这 说 明 上 述 估 算 有 … 定 的 可 信 度 . 按照 这 个 估计 ,1995 年 底 时 我 
国 大 口 总 数 将 接近 12 亿 , 到 2020 年 底 时 ,将 接近 15 亿 , 而 最 终 趋 
势 是 19, 42 亿 . 事实 上 ,从 上 6. 13) 式 可 以 看 出 ，. 


im MN) 一 二 


fom Db 


从 55.14) 式 可 算出 8 的 值 , 百 取 a 一 0.029, 代 入 上 式 可 得 
二 sr 19,.42( 亿 )， 1 


Fi 


全 5 ， 1987 
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【 例 3] 捕食 者 与 被 捕食 者 的 生态 问题 . 
假设 存在 上 商 个 物种 ,前 者 有 充足 的 食物 和 生存 空间 ,而后 次 位 
以 前 者 为 食物 , 则 我 们 称 前 者 为 被 捕食 者 (人 科 称 为 食 饵 ,后 者 为 捕 
食 者 (简称 为 撒 者 ). 例如 农作物 的 害虫 与 它们 的 天 圾 ,或 海洋 中 的 
非 府 食 旬 与 掠 肉 鱼 都 可 以 看 成 这 样 的 两 个 物种 . 
现在 我 们 来 建立 揪 考 与 食 乌 之 间 的 数学 模型 . 最 设 柄 者 的 必 
数 以 zf 表示 , 食 恒 的 总 数 以 y(0) 表示 (此 处 假设 zDD 和 yy66) 为 光 
请 函 数 , 如 同 在 例 2 中 所 假设 的 那样 , 计 且 设 zCD 守 0, yD 守 0. 
由 于 食 饵 自身 的 食 牺 充足 ,并 且 有 是 铝 的 生存 空 间 ,所 以 在 不 昔 培 
捅 者 的 情况 下 ,其 增长 率 为 一 个 常数 x (如 马尔 萨 斯 方程 (6.8) 所 
描述 的 ) ,但 捕 者 的 存在 热 必 降 惰 耳 它 的 增长 牵 , 且 为 了 简单 , 变 议 
种 降低 与 捕 者 数量 x(t) 成 正比 , 这样 食 己 的 增长 率 为 : 


ry Ok jz， CB. 15Y 
其 中 和 5 为 正 的 常数 . 类似 的 讨论 可 以 得 出 捕 者 的 增长 率 为 ， 
frz 一 一 让 十 wy， 53. 16) 


其 中 4 和 o 为 正 的 常数 ,将 方程 (6,7) 中 的 入 CD 分 别 取 为 ztt) 与 
#(ty ,并 将 其 中 的 增长 府 7 分 别 以 (6.16) 和 {6. 15) 来 表示 ,就 得 到 


捕 者 与 食 饰 所 满足 的 微分 方程 组 ; 
时 一 的 一 处 十 yy)， 
| 《有 .于 了 了 
一 区 一代). 


到 目前 为 止 ,我 们 还 没有 介绍 微分 方程 组 的 求解 法 . 但 观察 
C6. 17) 中 的 两 个 方程 ,发 现 右 映 都 与 上 无 关 . 这 启发 我 们 把 这 两 个 
方程 相 除 ,得 到 只 含 变量 > 与 ? 的 方程 


dy) 
dr XC 一 和 二 gy) 


这 是 一 个 变量 分 离 的 方程 , 它 可 以 化 为 


(一 之 + Way = (6dz, 
站 本 


(C6. 18) 


人 第 . 童 蔬 洁 及; [从 过 


中 雍和 他 后 ,得 各 疗程 i6. 18) 的 通 积 分 为 
. Pr 一 的 十 ay 一 Ana 一 Any 一 内， 《6- 19) 
提 中 让 为 任意 常数 . 
为 了 在 平 面 tz,y) 上 作出 赐 线 蔷 (6. 19) 的 图 形 , 我 们 可 以 把 
寿 成 一 维 空间 (zysz)y 中 的 曲面 一同 Gz97) 与 平面 2 二 的 截 疹 
在 平面， y) 上 的 投影 - 容易 看 出 
(1) im 了 Te 一 十 oo lm (zy) 二 十 23， 以太 


PH ¥ + 


]im Hiz, | Ce 
yo 


人 


《2 及 数 Hirsy) 在 这 Oy 0 导 有 有 星 一 的 到 贸 点 {rt; 
5 人， 了 = 人， 《6. 20) 


未 即 人 8) 是 在 第 一 象限 满足 Postz = 一 Tt 的 一 0 的 唯 -点 ， 
是 且 它 是 召 (zs 的 在 第 一 象限 的 最 小 值 点 ; 


TH FH 
【人 0 二 .> 0 
Dr x Ay 


因此 ,可 以 排出 曲线 该 66. 19) 在 半 耐 (zs 上 是 : 族 工 不 相 
人 次 的 封闭 曲线 {7 ,它们 围绕 着 点 (x.y) 
如 果 考 虚 刘 原 方 保 组 (6. 17) ,例如 其 中 的 第 -- 个 方程 : 


ER 只 
一 一. fr 一 2 
dt itd i 


由 可 得 加 结论 : 涩 全 时 ,zz 大 的 增 国 数 : 当 4 之 # 且 .xD 是 
1 的 减 表 米 . 同 理 ,由 (6.17) 的 第 二 个 方程 可 知 : 当 x 六 xz 时 , y( 四 是 
站 的 减 国 数 ; 当 z 之 z 时 ,y( 上 是 1 的 增 孙 数 . 这 样 , 我 们 可 以 在 关上 
用 第 头 标 引 xz(9 与 8 随 : 谈 化 的 看 势 ( 见 图 2-8). 

对 天 (在 允许 范围 内 ) 给 和 定 的 一 个 * 值 , 即 对 于 给 定 的 初 荣 件 
0) 与 yt0) xD 与 y(D) 沿 闭 曲线 石和 作 周 期 性 的 变化 : 随 着 食 饰 
y{ 直 的 增 减 , 捕 省 zt 人 0 作 *“ 渍 后 "的 增 减 .具体 地 说 ,假定 以 1. 上 的 


点 4 为 一 个 初始 状态 ,由 随 痊 时 间 的 增长 ,在 六 上 的 全 段 ， xz 
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与 8 都 在 增长 ,和 所 捕 者 的 增长 ， 
势必 引起 食 凶 的 减少 区 势 ,因此 
-定时 间 忆 后 ( 即 图 2 8 中 的 8 点 

所 对 应 的 状态 以 后 1 廊 馈 红 全 下 
始 减 少 . 这 种 减 宪 在 唐 期 还 淡 有 
立 旭 引起 捕 虱 0 的 减少 . 事实 
,在 BC 段 ,7z(0) 还 在 增长 ,这 就 
是 上 述 的 沸 后 现 壹 . 然 碳 食 侍 的 
碱 少 最 终 导 狼 了 博 者 xt 的 减 
少 , 这 就 是 ( 少 段 所 芭 映 的 规律 . 人 
zf 的 三 少 持续 到 一 定 程度 CD 点 }), 食 凶 yt 开始 问 升 , 然 亨 捕 
者 的 减少 还 要 有 -一 定 的 “请 后 ” 期 ,直到 状态 4. 随后 将 开始 这 种 变 
化 的 新- 一 轮 循 坏 . 

语 访 指出 的 尾 , 传 初 值 条 件 的 不 同 ( 避 相应 汪 不 同 的 值 ;， 
zt) 与 yl) 在 不 同 的 闭 早 线 上 取 值 ,因而 丰 周 期 空 化 中 增 减 的 
幅度 有 所 不 同 . 然而 反映 这 两 个 物种 变化 的 平均 值 都 分 别 是 [x 
一 工 各 [有 一 六 

事实 上 , 设 55 的 周期 为 ,网 zt 和 5( 的 平均 值 分 别 为 


rl pb 上 所 | 
[rz 一 去 折 retyut 和 |] 一 元 lo gerdt, 


由 方程 66. 1 站 推出 
二 六 


Hy 


ot Oo 
家 好 
下 从 站 到 到 积分 ,就 可 推出 i] = 二 二 2 和 [一 芭 二 .这 时 
我 们 已 用 到 zf 机 0 的 同期 为 加 ,例如 
AD TY __ 
| 二 


亚 在 我 们 考虑 对 这 两 个 物种 同时 进行 的 -个 外 如 的 捕 提 行 
为 . 则 方程 组 (6. 17) 变 为 
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军 一 xz[ 一 (十 z 十 v 的 ， 
< C6.21) 
| = gn m0) — iz]. 


当 捕 捉 量 不 很 大 (中 吉 一 :> 0) 时 ,(6.21) 与 (6. 17) 描述 的 是 同 祥 
的 规律 . 因此 ,对 于 066.21), 相 应 的 zCD 与 y(t) 的 平均 量变 为 
Ci 
从 (6. 22) 式 容易 看 出 , 随 闭 外 加 捕捉 行为 的 增 大 (5 即 * 谱 大 ), 捕 者 
的 平均 量 = 减 小 ,而 被 捕食 者 的 平均 量 ?” 上 升 . 换 句 话说 ,小 量 的 外 
加 捕捉 行为 对 原来 的 捕食 者 不 利 . 

现在 看 在 这 种 理论 上 的 结果 有 什么 实际 意义 .假设 我 们 考察 
的 商 个 物种 是 农作物 的 害虫 和 它们 的 天 栈 . 如 果 施 用 少量 的 农药 
其 结果 将 造成 天 收 的 平均 量 减少 ,而 害虫 的 平均 量 上 升 . 这 说 明 与 
其 施用 少量 农药 ,不 如 采用 生物 治虫 的 办 法 ， 

方程 (6. 17) 的 产生 还 有 一 段 历史 上 的 故事 :本 世纪 二 十 年 
代 , 意 大 利生 物 学 家 D'Ancona 在 研究 爱 琴 海中 相互 制约 的 鱼 类 的 
数量 变化 时 ， 从 统计 数字 中 发 现 , 第 … 次 人 世界 大 战 期 间 掠 肉 鱼 (好 
获 鱼 等 } 的 捕获 量 所 占 的 比例 增 大 了 . 他 无 法 解释 这 个 现象 , 便 清 
教 数学 家 Volterra. 后 者 就 用 上 述 方法 给 出 了 信人 满意 的 解释 ;第 
一 次 世界 大 战 期 间 , 捕 鱼 业 受到 影响 . 而 外 加 捕 所 行为 的 减少 Ce 下 
降 ) 使 得 捕食 者 = 人 的 平均 量 上 升 ( 见 (6. 22) 式 》 因而 在 捕获 物 
中 掠 肉 鱼 的 比例 增加 了 . 由 于 这 段 历史 ,在 生物 数学 中 大 家 把 方程 
(6. 17) 圳 作 Volterra 方程 .下 


一 1 
i y= 


(6, 22) 


习 题 26 
1. 求 上 列 各 曲线 族 的 正 交 轨 线 族 : 
tl) ry Cr; 
(2) z=; 
CH) rs 


昌吉 
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(4 13 十 (at 一 1, 

- 求 与 下 人 列 备 曲线 族 相 区 成 45” 角 的 曲线 族 : 
(1) xz 2 = O; 
2) ay = 0} 


[ee 


(£3) y= zlnar: 

AY = ar. 
.给 定 双 是 线 族 王 一 及 一 CC 其 中 是 任意 常数 )， 设 有 -一 个 动 点 己 在 平 
夯 (z,9) 上 移动 , 它 的 轨迹 与 和 它 相 交 的 每 条 双 曲 线 均 成 30" 角 , 又 设 此 动 点 
从 所 (011) 出 发 , 试 求 这 动 点 的 加 迹 - 

*4. 追 线 ; 没 在 z0g 平 面 上 ,有 有 某 物 忆 从 诛 点 马 出 发 ,以 党 速 e>0 洪 = 轴 的 
正方 向 运动 . 同时 又 有 某 物 四 以 常 速 3 从 点 40,1 启发 追赶 马 设 5 福 轩 且 号 的 
运动 方向 永远 指向 P. 试 求 日 的 运动 轨迹 ,以 及 扎 上 PP 的 时 间 . 

5. 逃 殉 速度 ; 假设 池 寻 的 半径 为 R= 6w437 公 里 ,地 面 上 的 重力 加 速度 为 
4 一 9.8 米 / 秒 *, 叉 设 质量 为 四 的 火 笨 在 地 面 以 祈 速 w 垂直 上 开 . 假设 不 计 空 
气 阻 方 和 其 它 任何 星球 的 引力 , 试 求 火 简 的 和 逃逸 速度 , 即 :使 火箭 一 去 不 复 返 
的 最 小 初速 度 mm， 

二 设 某 社会 的 总 人 数 为 ,当时 流行 一 种 传染 病 , 得 病人 数 为 < 设 传染 
病人 数 的 扩大 率 与 得 病人 数 和 未 得 病人 歼 的 飞 积 成 正比 , 试 讨论 传染 病人 数 
的 发 展 趋势 ,并 以 此 解释 对 传染 病人 进行 隔离 的 必要 人 


br 
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第 三 章 ”存在 和 唯一 性 定理 


我 们 在 第 二 章 讨 论 了 一 和 阶 微分 方程 的 初等 积分 法 , 解 央 了 六 
类 特殊 的 方程 , 但 是 ,我 们 也 知道 ,对 许多 微分 方程 ,例如 形式 上 很 
简单 的 黎 卡 所 方程 到 二 z 十 yr ,不 能 通过 初等 积分 法 求解. 这 就 
产生 一 个 问题 :一 个 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 微分 方程 是 否 意味 
着 没有 解 呢 ? 或 者 说 ,个 微分 方程 在 何 种 条 件 下 一 定 有 解 呢 ? 
当 有 解 时 , 它 的 初 午间 是 有 多 少 解 呢 ? 豪 无 疑问 ,这 是 一 个 十 分 基 
本 的 问题 . 不 解雇 这 个 问题 ,对 微分 方程 的 进 … 步 研究 (无 论 基 定 
性 的 还 基 定 量 的 ) 就 无 从 谈 起 . 

柯 西 (Cauchy,1789 一 1857) 在 十 九 世 纪 一 十 年 代 第 一 个 成 功 
地 建立 了 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 和 叭 -性 定理 (因此 ,损人 把 
补 值 问题 称 为 柯 西 问题 )、1876 华 , 李 直 西 葡 (CLipsohitz,1832 一 
1903)? 疾 弱 了 柯 西 定理 的 某 件 . 1893 年 , 毕 卡 (Picard, 1856 一 1941》 
用 逐次 避 近 法 在 醒目 西 北 茶 件 下 对 定理 给 出 了 一 个 新 证 明 . 此 外 ， 
皮 王 诺 (CpPeano.1858 一 1932) 在 更 …… 般 的 条 件 下 建立 了 柯 西 问题 解 
的 存在 性 定理 (不 尖 矿 唯一 狂 ). 

本 覃 主要 介绍 毕 卡 定理 和 皮 亚 庶 定 理 .并 介绍 解 的 延伸 和 解 
的 最 大 存在 区 间 等 月 关 问 题 ， 


1. 毕 卡 存在 和 唯一 性 定理 
节 将 利用 毕 卡 的 如 次 送 代 法 ,来 让 明 微 分 方程 初 值 问题 角 
的 存在 和 唯一 性 定理 ， 
为 此 ,我 们 首先 介绍 一 个 条 件 . 设 阵 数 了 G5) 在 区 域内 满 是 
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| 人 rz 一 了 fr Ly |， 
其 中 党 数 工 > 0 则 称 函 数 {5p) 在 区 域 2 内 对 满嘴 地上 西北 
条 件 ( 或 简称 李 氏 条 忻 ). 
易 知 ,车 隐 数 f(x,y) 在 凸 形 区 域 D 内 对 y 有 连续 的 偏 微 南 ( 这 
正 是 柯 西 当年 建立 微分 方 答 初 值 向 题解 的 存在 和 唯一 性 定理 时 所 
假设 的 一 个 条 件 ), 则 fCzy) 在 内 对 y 满 足 李 氏 条 件 ; 反 之 ,结论 
不 一 定 正确 . 例如 ,Jz,9) 二 |y| 对 y 满 足 李 氏 条 件 ,但 当 y 二 0 时 


它 对 了 没有 和 定 商 . 
现在 ,我 们 要 证 明 下 述 毕 卡 定理 ， 
{E). 党 一 fr 的， 3Czoy = yo 
人 _. i 
其 中 f(z,y) 在 矩形 区 域 | 
ER; rw 一 加 | 委 ) 


夫 连 续 , 视 革 对 5 满足 李 氏 系 件 . 则 C8) 在 区 间 了 一 [ 浆 一 妨 x 十 有 杂 
工 有 并 且 只 有 一个 解 , 其 中 常数 


bi . 
= mi HH, -一 | ， IT, 国 
min | 让 | ， 而 MM > max ,lero)| 
证 明 ”为 了 突出 思路 ,我 们 把 证 明 分 成 以 下 四 步 ， 


(C-) 初 值 问题 (5) 等 价 于 积分 方程 


#y 一 如 十 {fp C1.1) 

事实 上 , 设 y 二 y(tr) (z €€ 1 站 是 tE) 的 解 , 则 有 
yt (ren {1.2) 

生 机 本 
CT) 一 yo {1.3 


直 此 ,对 恨 等 式 (1.2) 积分 并 利用 初 值 条 伴 41. 3) ,得 到 


tr) = [ 了 (zeroydr {rED 
Jr . 


一- 一 : 
Tp rp i 
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即 y = ylzx) 是 积分 方程 C1. 1) 的 解 ， 

反之 :设立 二 ylx) (zx EE 7) 是 61.1) 的 解 ; 则 只 要 逆转 上 面 的 
推导 就 可 知道 y 一 ylx》 是 (8B) 的 解 . 

因此 ,我 们 只 需要 证 明 积 分 方程 (1. 1) 在 区 间 工 上 有 且 只 有 一 
个 解 . 

(二 ) 用 恶 次 婉 伐 法 构 闭 毕 卡 序列 


gp) = fm GED ND 


(一 0,1,2，) ,其 中 (xz) 二 J 
当 # = 二 上 0 时; 注意 到 fxgo (x)) 是 上 的 连续 欧 数 ， 所 以 由 
C1. 4) 可 见 


的 52 一 2 十 {ym ea), (人 
[1 
在 7 上 是 连续 可 徽 的 ,而且 满足 不 等 式 
faz} 一 加 | 所 [fx, yo Cr) | ax 


这 就 是 说 ,在 区 间 了 上 l(t) 一 加 | < Mk hb, 
因此 , f(z,y (zx)) 在 1 上 是 连续 的 . 所 以 由 (1. 4) 可 见 


gtr) 一 加 十 [fern (a) ya, ‘x 人 er 
在 工 上 是 连续 可 袜 的 ,而 且 满足 不 等 式 
in) nl < | Fem ll ls — ml 


从 而 在 区 间 了 上 | 天 (9 一 为 | 委 有 之 术 
如 此 类 推 ,用 归纳 法 可 证 :由 (1. 4 给 出 的 毕 卡 序列 一 yt) 
在 7 上 是 连续 的 , 调 且 满足 不 等 式 
[yat CO— yo| Mt rl|, 


Mr ro|. (1.5) 


{rn = O12,.), 
(二 现 证 毕 本 序列 = ytz》 一 致 收 瘟 到 5. 41) 的 解 
注意 ,序列 ys(x) 的 驳 钱 性 等 价 于 级 数 


和 1， 毕 上 存在 和 上 只 一 虱 定 理 各 六 


i 


Py) — gz)] (1.6) 


| 
的 收 仇 性 . 下 面 证 明 级 数 (1.6) 在 1 上 是 一 至 收敛 的 . 为 此 ,我 们 用 
归纳 法 证 明 不 等 式 
NM CLTlr oo 39|]? 二 1 
ER Cx 1)! 


[ys (2) 一 匠人 | SE Cl.7) 


在 i 上 上 成立 一 O12,**). 
事实 上 ; 当 # 二 人 有 时 由 (1. 5) 可 知 (1.77 成 立 . 
很 设 当 # = 二 时 (1.7) 成 立 . 先 由 (1. 4) 推出 


下 1 
再 利用 李 氏 条件 和 归纳 法 假设 ,我 们 得 到 


:十 2 人 7 一 ye 1 (C2)!| | | 了 | 加 4TCz》 一 gr Cx) | dr 
vy 


FE CLiz— vol|)*! 
< | 
_M (LI|s ~ vol) t+? 
LE CE 二 2 
即 : 当 二 天 十 上 时 (4.7) 也 成 立 .因此 ,(1.7) 得 汪 . 
显然 ,不 等 式 (1.7) 蕴含 级 数 (.6) 在 区 间 1 上 是 一 致 收敛 的 . 
因此, 毕 卡 序列 y 一 ntz) 是 … 致 政 合 的 . 则 极限 函数 
pl) = lm 加 (zl 人 


并 一 上 并 


在 区 间 了 上 是 连续 的 . 然后 利用 f(z ,4) 的 连续 性 和 毕 卡 序列 的 一 
致 收 化 性 ,我 们 在 561. 4) 中 令 4 -> co 就 得 到 


Pr) 一 的 十 b rep a, cx 人 EL) 


即 , 二 plz) 在 1 上 是 积分 方程 1. 1) 的 一 个 解 . 

‘四 ) “最 后 证 明 上 唯 一 -性 

设 积 分 方程 (1, 1) 有 二 个 解 分 别 为 一 zz) 和 9 二 sx). 令 
J = [ze 一 azo 十 四 为 它们 的 共同 存在 区 间 , 其 中 z 为 基 一 正 数 . 


uz 


nip epee ee re rr 
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{tt 癌 , 则 由 (01. 1) 推出 
ur) 一 Dr 一 | Pfratayy -一 了 (rnt Ndr, {rE 7), 


答 利 用 李 红 条 件 ,我 们 得 到 
[aftr) — vr)} 了 | f [utry — pez) |ar|. C1.8) 


注意 ,在 区 间 J 上 ，|xtr) 一 zz)| 是 连续 有 界 的 .因此 可 取 它 的 - 
个 上 界 琴 . 则 由 (01.8) 可 和 外 

[atr) — see) | 了 Oo xo. 
然后 ,把 它 代入 51.8) 的 右 端 ,我 们 推出 


[atr) 一 vix)| < A 


如 此 递 推 ,我 们 可 用 归纳 法 得 到 


(2) 一 | 下 Co ml, 


然后 , 令 一 ce， 则 上 面 不 等 式 的 右 喘 和 卜 二 霉 .因此 ,我 们 推出 
=) GE 7)， 
这 就 是 说 ,积分 方程 (i. 1) 的 解 是 唯一 的 
定理 ! 的 证 明 到 此 结束 . 1 
有 了 毕 卡 定理 ,对 于 -~ 般 微分 方程 
Y= fa), C1.9) 
只 要 能 判别 王 数 了 (z,y) 在 菜 个 区 域内 连续 并 且 对 y 有 连续 的 彤 
纳 ( 必 下 亲人 ,我们 吉林 在 区 域 如 内 络 过 竺 一 点 有 
并 且 只 有 一 个 解 . 
多 各 于 卡 提 方程 


(x € J). 


|! 


-又 不 能 用 初等 积分 法 求解 , 孔 由 毕 卡 定理 容易 知道 它 在 习 ,2) 于 而 
上 经 过 每 一 点 有 且 上 只 有 一 个 解 . 


i 


1 毕 于 在 全 种 唯 “人 慎 定时 自古 


- 般 凋 言 :如 果 函 数 fz) 办 在 区 域内 连续 ,而 对 y 不 满足 他 

开 茶 件 , 那 之 向 分 方程 9) 在 各 内 到 过 每 -- 贞 仍 有 一 个 解 ( 节 这 
亚 诺 存在 定理 , 见 $ 2), 代 这 解 可 能 是 唯 -… 的 ,也 可 能 趟 是 唯一 入 
( 参 洪 本 节 习 题 1). 也 就 是 说 棱 氏 条 件 只 是 解 的 唯一 性 的 - -个 充 
分 条 件 站 在 微分 方程 的 - 般 理 论 中 还 没有 保证 解 的 唯 … 性 的 -一 种 
充 要 条 件 . 因 此 ,时 至 今 片 还 有 大 研究 这 方面 的 阿 题 . 直面 我 们 介 
绍 :个 比 李 氏 杀 件 更 广泛 的 条 件 . 

设 咀 数 了 (x, 内 在 区 玻 G 内 连续 ,而 且 满 足 不 等 式 

[fry 一 forsga) | FC CO— ya|), 
具 中 Fry0 是 > 六 0 的 连续 函数 ,而 由 班 积分 
上 Pre 二 20， 《常数 7 >D， 

则 称 /zx 在 内 对 yy 满足 Osgood 条 件 . 

广 意 , 李 氏 条 件 是 Osgood 条 件 的 特例 ;这 是 国 为 fr) = jr 涉 
四 上述 去 求 . 

现在 ,我 们 把 最 先 由 美国 数学 家 Osgood 证 明 的 有 关 解 的 … 个 
唯 . ,性 定理 冰 述 如 下 ， 

定理 2 设 fz,y) 在 区 域内 对 y 满足 Osgood 条 件 , 刚 微分 
太 程 0, 9) 在 吕 内 经 过 每 点 都 最 和 多 只 有 :个 解 . 

证 明 “” 盘 设 和 不然 . 如 在 6 内 可 以 找到 一 点 (96.g6) 使 得 谨 程 
<1. 9) 有 两 个 解 yy 二 #(r) 各 y= ytr) 静 皮 这 (0 ,yo) ;而且 他 少 存 
在 一 个 信 x 和 2 使得 六 (zy 关 yotziy, 不 妨 浊 这) 县 这) 


> jax). 全 


= supIr Ee [roofr) = ytr}!, 
则 显然 有 沁 +z 之 x 而且 
?T(x) :二 nr) Wx) > 0, 沙 了 < 党 
和 .rtr) 一 0， 关 此, 我们 有 
TA) = Oo ya CF) = EE (C27) 一 frry ltr)) 
EFC) — ya) |) = Fr(r)). 
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亦 印 


dr(x) 一 
FOC dr 


从 1+ 到 坯 积分 上 式 , 得 到 


:er 一 
Fj SA 
其 中 m = rr) > 0. 但 这 不 等 式 的 左 端 是 %, 而 右 端 是 一 个 有 限 
的 数 . 因此 ,这 是 - -个 矛盾 , 它 证 明了 我 们 的 定理 . | 
最 后 ,我 们 还 要 指出 :如 果 没 有 李 氏 条 件 , 那 么 -- 般 也 不 能 保 
江 举 卡 序列 的 收 仑 性 . 请 看 下 面 Miiller 的 反例 . 
【 例 1〗 ” 届 初 值 问题 


(EY): =F 9(0) — 0, 
其 中 国 数 
0, Wr 0 oy 
2x, 0 ry 
F(x,y) 一 dy 


27 当 人 Ott Oy ri 


一 2x, 当 0ITEl Ey oo, 


容易 验证 , 荡 数 F(z,#) 在 条 形 区 域 
站 : 0 < ys: 1， 一 Ry 


内 是 连续 的 ,可 是 对 了 不 满足 李 氏 条 件 .. 

对 于 初 值 问题 (80) ,我们 有 毕 卡 序列 

p10) = Ppl Yd Coco = 0), 
0 二 zz 过 1),a = 0,1,2,…: 因 此 ,容易 推出 
gnx) 一 【一 1)°+1 zw, (Or 1) ， 

cx = 1,2,…)。 由 此 可 见 , 初 值 问题 (56) 的 毕 卡 序列 是 不 收 敏 的 ， 

另外 ,可 以 验证 y= 于 《0 挟 z< 1) 是 (了 ) 的 解 ! 而 且 只 要 
利用 (zy) 关于 3 的 递减 性 就 可 证 明 (8,) 的 解 是 唯一 的 5 见 本 节 


a ph oo re 
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习题 3). 但 是 , (Bu) 的 毕 卡 序 列 和 它 的 任何 子 序 刻 都 不 能 充分 
近 (80) 的 解 . 这 就 是 说 ,对 初 值 问题 ( 印 ) 的 求解 , 毕 卡 逐次 迭代 
是 无 效 的 ， 下 

习 题 3:1 


1. 利用 osgood 条 件 讨 论 下 列 微分 方程 满足 初 值 杀 件 y(0) 二 0 的 解 的 准 
一 性 问题 : 


盘 =z 二 3+1， 区 0) = 0， 


的 毕 卡 序列 ,并 由 此 取 极 限 求 解 . 
*3. 设 连续 函数 f(z,y) 对 # 是 递 威 的 ， 则 初 信 癌 题 (8) 的 右 制 解 是 唯一 
的 . (在 侧 解 是 否 唯一 ? 能 举 一 个 反 钢 吗 ? ) 


“2 皮 亚 诺 存 在 定理 


本 节 则 在 放宽 有 关 微 分 方程 解 的 存在 定理 的 条 件 , 简 言 之 ,在 
毕 卡 定理 中 如 果 只 假定 了 (x,y) 在 内 的 连续 性 ,那么 用 下 文 介绍 
的 驳 拉 序列 仍 可 证 明 初 值 问题 (8) 的 解 在 区 间 + 一 zo| 二 天 上 是 : 
存在 的 {但 不 一 定 是 唯一 的 ). 这 就 是 本 节 要 介绍 的 皮 亚 诺 定理 . 
为 此 ,需要 先 做 一 些 准备 工作 ， 


2.1 。 欧 拉 折线 


早 在 十 八 世纪 , 欧 拉 就 依据 微分 方程 的 几何 解释 ( 见 第 - ` 章 的 
§ 2) ,提出 用 简单 的 折线 来 近似 地 描绘 所 要 寻求 的 积分 曲线 …- 
后 人 称 这 种 方法 为 欧 拉 折 线 法 ， 它 标 志 了 微分 方程 近似 计算 方法 
的 开端 . 
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没 微分 方程 
dx 
各 相关 的 初 值 问 题 
(CE), = fr), #0) 一 yos 
其 中 ftz,y) 是 在 矩形 区 域 
R; Iz— nl 所 | 一 加 | 扫 


内 给 定 的 连续 函数 . 令 正 数 好 为 |Jfz: 有 | 在 六 上 的 -- 个 上 界 . 则 
微分 方程 (2. 1) 在 R 内 各 点 了 的 线 素 iP) 的 斜率 界 于 一 如 和 于 之 
可 , 百 些 不 礁 推出 : 若 #= gz)》 是 初 值 问题 (8 的 一 个 解 , 则 它 清 
时 不 等 式 

Jytx)y 一 yo| & MIz ~— xol. 
为 了 操 证 积分 曲线 了 二 y(z) 不 越 出 窒 形 ER, 须 作 下 面 的 限制 ， 


召 
邓 |lz 一 2 和 近 5，， . 亦 即 | 一 和 | 委 褒 : 


因此 , 令 
由 一 min (a 冯 | ' 


则 在 区 间 1z 一 zi 委 天 上 (5 的 积分 明 线 厂 停留 在 8 内 .事实 上 ， 
它 停 留 在 内 的 一 个 斋 形 区 1 
2 lz — zl ni Mr rols 

岂 疼 3-1. 

现在 ,把 区 间 1 一 zj 筷 分 戌 辐 等 份 . 则 每 等 份 的 长 度 为 抽 
一 25 十] 个 分 点 为 | 

0 

注意 , zx- 和 zx 为 区 间 的 两 个 端点 . 

其 次 ,从 初 值 点 Petzosy0) 出 发 先 向 右 作 折线 如 下 . 

还 长 在 Po 的 线束 区 Po) ,使 它 与 竹 线 > 一 rm 交 于 点 Pi(Cxi 四， 
则 忠 线 素 的 定义 (第 -一 章 5 2) 可 知 
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图 3-1 


Fr 一 2) 
取 直 线段 LPo,P] 作为 折线 的 第 一 段 , 易 知 它 停 留 在 扇形 区 水 内; 
肯 在 P, 点 延长 线索 1(P,) ,使 它 与 懂 线 x 二 x; 相交 于 点 Ps(zo ,ys). 
则 有 
g2 rs 一 3) 
取 站 线段 [P. ,P| 作为 折线 的 第 二 段 , 易 知 它 停 留 在 扇形 区 由 内 : 
如 此 类 推 ,我 们 在 点 的 右 侧 作出 一 条 折线 
[PP Pa ,Pa CC 
出 相同 的 方法 ;从 户 点 出 发 再 向 左 作 由 一 条 折线 
[LP ye PasP Po | CT dy, 
然后 ,就 在 水 六 得 用“ 条 连续 的 折线 
和 or PPPs, Peree ,Ps 
持 中 Pr 的 特 标 为 Gzx,r), 和 
WO 
南 己 -的 党 标 汶 人 zt 利 | 
Yt ls, 


《大 一 ] ,2 种 : Er 轨 欧 拉 折 线 . 


“TT Tr i bk 
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令 欧 拉 折 线 yp 的 表达 式 为 

y= qr), (Cro EE). (2, 2) 
当 16 之 z 夺 0 十 时 , 则 有 整数 s, 使 得 

Tze (0s 1), 


由 此 不 难 推出 欧 拉 折 线 的 计算 公式 
gn (wy 一 yo 十 Bas ~— ze) 十 了 (gs gs — xs), 
《2. 3) 
同 理 , 当 x 一 于 x 之 ww 时 ,可 推出 
qufz) = 加 十 Dr 一 mx) + 了 (zy ss) (z— to). 
(2, 4) 


从 线 素 场 的 几何 意义 可 以 看 出 ,把 上 述 欧 拉 折 线 y 一 qx(z) 
作为 初 秆 问题 (8) 的 一 个 近似 解 是 合理 的 . 和 商 且 可 以 猜想 , 只 要 增 
大 ,就 能 提高 近似 的 精度 . 这 在 理论 上 须要 证 明 欧 拉 折 线 ?一 
和 r(z) 在 区 间 lz 一 和 | 所 上 是 收 钱 的 (或 至 少 有 一 个 收敛 的 子 序 
列 》, 而 且 收 敏 到 初 值 问题 (本 的 解 , 但 是 ,由 于 在 欧 拉 时 代 的 数学 
分 析 还 没有 足够 严格 的 基础 ,所 以 欧 拉 未 能 解决 这 个 收 合 性 向 题 ， 
现在 , 我 们 可 以 讨论 一 个 函数 序列 在 什么 条 件 下 有 收敛 的 子 序列 
的 问题 . 


2.2 Ascoli 引 理 


设 在 区 间 1 上 给 定 ~ 个 函数 序列 . 
fC2), fol) snes rz 《2. 57 
如 果 丰 在 常数 玉 污 0, 使 得 不 等 式 
[fatz}| EE, (rET), 
对 一 切 # = 1,2,… 都 成 立 ; 则 称 函 数 序 列 (2.5) 在 区 间 了 上 是 一 臻 
有 界 的 . 
如 果 对 和 任意 的 正 数 ,存在 正 数 $5 二 (se) 使 得 只 要 zzs EE ! 
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和 | 一 zz| < 扫 5. 二 有 
[fs 一 页 (z1 es (n= 1,2," )， 
则 称 函 数 序列 (2. 5) 是 等 度 连续 的 . 
例如 ,函数 序列 
fr) 一 《一 1 十 经 (人 一 1 2) (2. 6) 
在 区 间 |z| 咪 二 上 是 一 致 有 界 和 等 度 连 续 的 ;在 区 闻 |z| 二 1! 上 
是 一 致 有 界 但 非 等 度 连 续 的 ;而 在 区 间 |z| 志 2 上 醋 不 是 -* 致 有 
界 又 不 是 等 度 连续 的 . 
Aseoli 引 理 “” 设 函数 序列 (2. 5) 在 有 限 闭 区 间 1 上 是 -一致 有 
界 和 等 度 连续 的 , 则 可 以 选取 它 的 -一 个 子 序列 | 
Fa (XY, fn, CFI, fn (x) se 


使 它 在 区 间 工 上 是 … 致 收敛 的 . 
证 明 见 [3] 或 [7]， 


2.3 皮 亚 诺 存 在 定理 

我 们 先 证 明 丙 个 引 理 . 

引 理 1 欣 拉 序列 (2. 2) 在 区 间 lz 一 mm| 等 上 上 至 少 有 -个 
一 致 收 合 的 子 序 列 . 

证 明 在 2. 1 中 我 们 已 经 指出 ,所 有 欧 拉 折线 wm 都 停留 在 算 
形 区 域 RR 内. 因此 ， . | : 

[os) mlb, (Cro | Ry 
fa 王 1,2,") ,这 就 是 说 , 欧 拉 序 列 (2. 2 是 一 致 有 和 翼 的 . 

其 次 ,注意 折线 yn 的 各 个 直线 段 的 斜率 界 于 一 政和 几 之 间 ， 
其 中 间 为 yz 有 | 在 的 一 个 上 界 .因此 ,容易 证 明 折线 六 的 任 
何 割 线 的 斜率 也 界 于 一 坚 和 型 之 间 ; 亦 即 

[grls) 一 ef 过 出 一 下 ， (= 1, 2 …)， 
其 中 和 上 是 区 间 [z 一 上 ze 十 如 内 的 任何 两 点 ， “由 些 可见, 这 
《2. 2) 也 是 等 度 连 续 的 . 


72 三 卫 有 在 和 只 从 定 理 


因此 ,和 由 Ascoli 相 理 直接 完 .了 引 主 1 的 证 明 ， 1 


引 理 2 欧 拉 折线 y 一 prtz) 在 区 间 | 一 点 | 等 天王 满足 发 
示 式 
gn tx) 一 20 十 fr Ca a 十 高 (x)》， (2,.7) 
共 中 国 数 各 (x) 趋 于 零 , 即 
iim a(x) = 0, 《lr ~ 20| DD), {2. 8} 


Hn 


证 明 我们 只 考 虚 右 侧 的 情形 ; mm 近 z 委 和 十 外 对 于 左 侧 的 


情形 可 作 类 似 的 讨论 ， 
利用 恒等式 


Sriy Mi) i — Yi) 此 fris dr, 
就 可 得 到 
上 (二 1 一 一 全 Fr, pa Cr) Yr dn (C1), 

其中 

da (i) ~ 全 Free 一 了 (rmmkz)) dx, 
0 1 ;局 样 邓 于 去 zlv* 可 得 

jzessy(z — xs) 一 | fxs pelr) dr + dt (Cx), 

此 中 | 

d(x) 一 [i Lf rss ge) 一 flrs gtayy dg. 
二 此 ,可 把 (2. 3) 写成 如 下 形式 

x) 二 如 十 bys adr 十 Gr), 
寺中 


-1 。 
而 (zy 二 Si CD 十 好 Cr)， 
二 
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x | < | 于 | 了 i! SE -一 


在 民间 mm 夫 z 近 m 1 上 成立. 同 此 ,只 要 利用 Co 的 连续 性 ,我 
们 就 可 以 准 出 如 FF 结论: 
任 给 正 数 *, 存 在 正 整 数 = Yo ,使 得 


Gg) ~ fp DT rr 


愉 芝 > 


这 样 一 米 , 就 有 
Ii) | 二 所 | 
< | j= 二 
只要 mw 同样 样 ,由 于 吉之 2 全 +1, 我 们 有 
| 之 守 ， 只 要 人 > 于 


由 此 推出 


， 此 一 . ， 
‘Gn (ry | 近郊 二 广安 于 要 2 


这 就 证 明了 了 52.827.3 引 理 2 世 而 得 证 
岗 在 , 春 易 证 明 下 述 度 亚 诺 的 存在 定理 . 
定理 3 ， 设 冰 数 f(z ,0 在 拭 形 区 城 忆 内 连续 , 则 初 侦 问 题 


-人 


均一 = ra) yt i fis 


仁 蕉 总 和 人 个 和 和 区 域 及 和 
开航 二 的 定 多 问 定 二 1 

证 明 利用 引 理 1 我们 阿 到 选 先 取 欧 拉 折线 序列 必 2) 的 
个 了 二 到 


Pw, Cr "OP (Cr) Li "Pw, (x) Ci 


Tp pit reiterate 
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使 它 在 区 间 |z 一 各 | 等 上 -和 致 收 敦 , 则 极限 消 数 
pk) 一 ,im pn, CX) 
在 区 间 [1 一 | 过 上 是 连续 的 . 
上 表 利 用 引 理 2， 由 (2.7) 可 知 


gn, Cx) yo 十 fps gn, Ce ) ee 十 Gs Cx) 


邻 ££ 22, 则 由 pei 的 一 致 收 全 性 和 Sry) 的 连续 性; 以 及 人 2. 8) 
推出 
plz) 二 加 十 {yesger) dr, EE 


这 就 证 明了 3 二 glx) 在 区 间 ly 一 加 | 和 上 是 LE) 的 一 个 解 . 定 
理 3 从 而 得 证 ，】 

【附注 1】 ”由 上 述 皮 亚 诺 定理 的 证 明 可 知 , 初 值 问题 (85) 的 
欧 拉 序 列 葛 任何 -- 致 收 化 子 序 列 都 趋 二 (本 的 某 个 解 .因此 ,如 时 
(5) 的 解 是 唯一 的 ,那么 它 的 欧 拉 序列 就 一 致 收 仇 到 那个 唯 - :的 
解 . 另外 ,我 们 从 $1 例 1 (Miller 之 例 ) 看 到 ,对 于 初 值 问题 (8) 的 
毕 卡 序列 就 不 具有 欧 拉 序 列 的 上 述 性 质 . 从 这 个 意义 上 上 讲 , 欧 拉 序 
列 似乎 比 毕 卡 序列 合理 ， 

【附注 2】 ” 皮 亚 庶 定 理 在 相当 广泛 的 条 件 ( 即 ,只 要 求 消 数 
f(z,y) 的 连续 性 ) 下 保证 了 初 值 问题 解 的 存在 性 ;而 不 保证 叭 一 
性 . 在 本 调 纪 三 十 年 代 , 苏联 数 学 家 拉 甫 仑 捷 志 (aspenT5e9) 管 在 
矩形 区 域内 构造 了 一 个 连续 印 数 FC:,9) ,使 得 对 应 的 微分 方程 


在 内 经 过 每 一 点 至 少 有 二 条 不 同 的 积分 烦 线 . 人 们 称 这 种 复 淋 
的 现象 为 拉 甫 仑 捷 拓 现象 . 

外 果 微 分 方程 在 区 域内 每- 点 部 满 吓 解 的 存在 和 叭 “性 条 
件 ,那么 积分 曲线 旗 在 局 部 范 涂 内 的 结 移 却 非常 衢 单 一 一 筷 部 等 
价 于 - 族 平行 直线 .这 一 点 在 几何 上 很 容易 想象 ,而 严 覆 的 分 析 证 
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明 可 见 第 五 章 $3. 
【附注 3] 一 般 说 来 ,如 果 不 要 求 f(z,y} 的 连续 性 ,那么 上 
面 的 初 值 问题 48) 可 能 是 无 解 的 . 例如 , 设 函 数 


fl, 当 1 1 二 y| 所 co; 
fi) 二 4 (一 1)*,， 当 -i lz 十 中 所 二 ,Ge 一 12 
0D， 当 jx 十 y| = 二 0. 
则 用 反 证 法 易 证 初 值 问题 
CE 于 0) = 0 
没有 (连续 的 ) 解 . 
习 题 3-2 


利用 Ascoii 引 理 证 明 下 面 的 结论 ， 

设 一 虹 数 序列 在 有 限 区 间 / 上 是 一 至 有 界 和 等 度 连 续 的 , 旭 在 了 上 它 至 少 
有 一 个 一 致 收 铺 的 子 序列. 

2 试 举 例 说 明 , 当 了 是 无 限 区 间 时 土 面 的 铺 论 不 成 立 .， 

3. 毕 卡 序列 满足 Ascoti 引 理 的 条 件 ,能 用 毕 卡 序列 来 证 明 皮 亚 庄 的 存在 
定理 吗 ? 试 说 明理 由 ， 

“和 对 于 与 初 值 问 题 (8 等 价 的 积分 方程 
ax) 一 加 十 上 子 [2 oggdz， 


在 区 人 间 了 工 一 [my 二 5] 上 (其 中 正 数 记 的 意义 则 定理 3) 构 赣 序列 yrtz) 如 下 ， 
任 给 正 整 数 4, 令 让 二 为 十 2; 其 中 由 一 和 ri 一 01 则 分 点 
os Zl Tir Ts To 二 下》 
把 区 向 上 分 成 * 等 份 , 我 们 导 [zz] 到 [as ,zz], 再 从 [xzi] 到 [rsz]，…… 最 后 
从 [mav 1-1- 到 [zn 一 1, zo 一 点] 递 推 地 定义 下 面 的 函数 
| 当 z € [zy 有] 
yr CF) 


如 十 [站 了 Cssgw(z)Dar， 当 工 撕 Er ze 十 如 
td 


我 们 称 序 列 
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?6 
Cr Woe) nr 


tz 人 忆 记 六 Tonelli 订 列 . 
试 利用 Aseoli 引 理 从 Tonelli 序列 来 证 明 皮 焉 诺 定理 . 
* 5， 令 丽 数 
atr} 过 人 ee， fs rr 过 1)。 
Hi 


其 中 规定 af0) = 0, 再 在 条 形 区 域 
个 ; O01， 一 加 宝宝 


上 定义 一 个 连续 的 函数 f* (x,y) ,使 得 它 满足 条 性 ，; 
[irs 当时 5 1 
reos 了 ， 当 人 0 和 #1， y= 0; 


ftiriy) = | 
站 < 一 tr). 


当 10 委 zxz 安 1， 


一 了 


然后 考虑 初 值 问题 
CE* ), f(r), yt0) = 0. 

我 们 把 区 间 0 挝 z 扩 1 分 成 * 等 份 ,再 仿 本 节 2. 1 段 中 的 方法 可 以 得 到 一 条 欧 

拉 扩 线 y = pr) (0 所 7 之 1)， 江 证 明 : 

当 十 雪 z 执 1 


] 才 "为 信 数 ,网 wn* (2 滨 a) 
当 革 和 = 世上 


| 着 # 为 奇数 , 则 pa* (2) 圭一 a), 
因此 ,这 欧 拉 序列 一 Pr* (zy 当 a-r oo 时 是 不 收 合 的 [从 而 (E* 3 的 解 是 不 
唯一 的 

$3 解 的 延伸 
在 上 面 我 们 只 满足 于 在 局 部 范围 内 讨论 初 值 问题 解 的 存在 
性 本 节 准 备 把 这 种 讨论 扩大 到 整体 ， 


设 微分 方程 
Yj), 3.1 


- dx 
戈 中 及 数 fx.) 在 区 域内 连续 .因此 ,我 们 可 以 利用 上 节 的 皮 


$3. 辐 的 延 坤 77 


亚 诺 定 理 淮 出 :对 于 区 域 6 内 任何 一 点 Potxo go ,微分 方程 (3,1) 
至 少 有 … :个 解 了 = g(x) 满 足 初 和 值 条 件 
yx0) 二 yn, (3.2) 
其 中 ”一 yx) 的 存在 区 间 为 jz 一 mm| 所 4 诸 正 数 4 再 初 午时 加 
的 邻 域 正 有关. 因此, 我们 只 知道 上 上面 的 租 在 局 部 范围 内 是 存在 
的 . 现在 ,我 们 要 讨论 这 解 在 大 范围 内 的 在 在 性 . 主要 的 结果 为 下 
述 解 的 延 促 定理 ， 

定理 4 设 六 为 区 域 避 内 任 .… 点 ,并 设 三 为 微分 方程 (3. 1) 经 
过 Pu 点 的 任 一 条 积分 曲线 . 则 积分 曲线 卫 糙 在 区 域 双 内 延伸 到 边 
界 [ 换 种 话说 ,对 于 任何 有 界 闭 区 域 G ,Po 后 CC) ,积分 曲线 六 
将 延伸 到 G1 之 外 J]. 

证 明 ” 设 微 分 方程 (3. 1) 经 过 P, 的 解 下 有 如 下 表达 式 

六 y= Pr, (rE). 

起 中 了 表示 了 工 的 最 大 存在 区 间 . 

党 讨论 积分 曲线 存在 六 点 在 侧 的 延伸 情况 . 令 方 广 作 册 
点 右 侧 的 最 大 存在 区 国 ,， 即 /二 站 Lzovec) 

如 果 .六 = [aoyee) ,那么 积分 曲线 了 在 6 内 就 延伸 到 无 限 远 ， 
从 而 延 禹 到 区域 6 的 边界 . 否则 ,我 们 就 有 下 面 两 种 可 能 : 

(1) 7+ 是 有 限 闭 区 间 ， 

令 捷 一 zz 其 中 常数 zt 注意 , 当 xE 4 时 ,积分 曲 
线 卫 停留 在 区 域 召 肉 . 念 久 一 my 则 和 和 台 。 

因为 区 域 G 基 一 :个 并 集 , 所 以 存在 下 形 区 域 

Rs Es yo yb, 
使 得 R. 记 GG 在 从 形 区 域 请 内 我 们 可 以 利用 定理 3 推出， 微分 方 
程 43. 1 至 少 有 一 个 解 
Ff 


满足 初 值 条 件 gCr) 一 pH， 其 中 刀 是 某 个 正 数 ,然后 , 今 


cs qr), 2 
yt 
Pi Cir), | 2 I 十 #|. 
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则 一 g(x) 是 连续 可 微 的 ,而 县 它 在 区 图 [zz 十 本] 上 满足 微 
分 方程 (3. D. 因此 , 它 是 积分 曲线 六 在 区 闻 [xo, z 十 如 2 上 的 表 
达 式 . 由 于 已 设 积分 曲线 厂 的 最 大 右 侧 存 在 区 间 为 7+ 二 [xo, zx1]， 
所 以 了 + 必须 包含 区 间 [zy， 2 十 三 ]. 这 是 - 一 个 了 矛盾. 因此 ,六 不 可 
能 是 有 限 闭 区 间 . - 

(2》 J+ 是 有 限 半 开 区 间 . 

令 J+ 二 [20 1) ,其 中 常数 加 访 0. 注意, 当 x EE J 了 + 时 ,积分 曲 
线 厂 停留 在 区 域 6 内 , 即 

(2 PAX EG YB zrEJ+, 
我 们 要 证 :对 于 和 企 何 有 限于 区 域 2 己 G, 不 可 能 使 
(zy pz) EEC， 对 一 切 zxE 于 《3. 3) 


成 立 . 
否则 , 设 6, 是 4 内 一 个 有 限 闭 区 域 ,使 得 (3. 3) 成 立 , 则 有 
Ptro) 一 加 各 
pz = frplz)), 当 rEJt, (3, 1) 
它 等 价 于 
Plz) 一 yn 十 fF spe es, Cz0 < Y < 31)， C3,5) 


因为 了 (x, 在 G 上 是 连续 的 ， 而 且 Gi 是 一 个 有 限 的 闭 区 域 ， 所 
以 {ftz; 拉 | 在 上 有 上 界 友 省 0. 因 此 ,由 (3.3) 和 (3.4) 可 见 , 在 
下 | 有 上 和 界 关 .从 而 由 拼 格 斋 日 中 值 公式 礁 出 不 等 式 
fig) 一 ga 二 下 | 和 一 各 |， 当 EJ. 
由 此 不 难 证 胡 : 当 + 一 xz 时 ,yw(z) 的 极限 存在 ， 
然后 , 令 


#1 一 hes (9.6) 


上 由 定义 清 数 

Pz) 时 有 S 了 < 

Vis 当 二 2] 

显然 , y 一 %(x*) 是 连续 的 . 由 (3.5) 和 (3. 6) 可 见 ,y 一 gz) 在 区 


Dp(r) 一 


™ 


A 


53- 解 的 延伸 79 


10 2 2 由 满足 
$2) — yo + fsBa))ar. 


它 草 舍 y = pz)》 在 区 间 [az 由] 上 是 微分 方程 (3. 1 的 一 个 解 ,而 
且 满 足 初 值 条 件 {3. 2), 这 就 是 说 ,上 面 的 积分 出 线 栈 可 延伸 到 区 
闻 [zoz] 上 -这 与 卫 的 最 大 存在 区 间 为 [zz 是 矛盾 的 . 因此， 
对 任何 有 限 闭 区 域 G, 于 G, 尖 系 式 (3. 3) 是 不 可 能 成 立 的 . 

总 结 上 面 的 讨论 可 知 ,积分 曲线 三 在 Po 点 的 右 侧 将 延伸 到 区 
域 如 的 边界 , 忌 样 可 证 ,积分 曲线 了 在 六 点 的 左 人 出 也 将 延伸 到 区 域 
的 边界 .因此 ,定理 4 得 证 ， 

由 定理 1 和 定理 4 立即 可 以 得 出 下 面 的 

推论 “” 设 琐 数 1Gz ,在 区 域 G 内 连续 ,而 且 对 * 满足 局 部 的 
李 氏 条 件 [ 即 ,对 区 域内 枉 一 点 #3, 存在 以 4g 点 为 中 心 的 一 个 矩形 
区 域 CG, 使 得 在 日内 fz,y) 对 gy 满足 李 氏 条 件 ( 注 意 , 相 应 的 李 
氏 常 数 工 与 矩形 区 域 8 有 关 }], 则 微分 方程 (3. 1) 经 过 6 内 任 一 点 
Po 存在 唯一 的 积分 曲线 厂 , 并 且 相 在 6 内 延伸 到 边界 ，1 

【附注 1】 ”由 有 限 覆 盖 定 理 容 易 推 出 :如 果 G 是 有 和 界 闭 区 
束 , 则 了 tz,y) 在 上 满足 局 部 李 氏 条 件 等 价 于 它 在 Ss 上 满 是 整体 
李 氏 条 件 .但 当 G 是 开 区 域 时 , 9 上 的 局 部 李 氏 条 件 则 异 于 GG 上 的 
整体 李 氏 条 件 .对 下 任 喜 区 城 8, 如 是 Tczs 在 G 上 对 xz 有 连续 的 
介 呈 数 , 则 工 戏 ? 潢 足 局 部 李 氏 条 件 . 

【 例 1 了 试 证 微分 方程 


dy 
襄 一 空 十 玉 (3.7) 


的 任 一 解 的 存在 区 间 都 是 有 界 的 ， 

证 明 由 于 万 十 六 在 整个 (x,y) 平 面 上 和 连续, 并且 对 y 有 连续 
的 偏 导数 ,所 以 利 几 上 面 的 推论 可 知 , 这 微分 方程 经 过 平 画 上 任何 
一 “点 P 的 积分 曲线 工 是 唯一 存在 的 ,并 将 延伸 到 无 限 远 ,但 我 们 
还 不 能 说 ,积分 曲线 了 的 最 大 存在 区 间 是 无 界 的 .事实 上 ,我 们 要 


bi 第 让 个 在 和 并 汇 香 


: 明 它 的 存在 要 癌 大 有 界 的 . 
说 二 4zr) 慎 微 分 方程 .3.73 i 
ys) 

的 解 .今生 一 Treoy5o) 为 它 -的 有 便 最 大 种 在 区 亲 ， 其 中 Be > x 

当 记 扩 0 时 , 7 因 然 是 -- 有 限 区 尘 . 

当 疡 汪 昌 时 ;如 存 让 正 数 x ,使 得 
. i 

内 此 ,上 面 的 解 了 二 YXr) 站 区 间 [Tray 内 满 是 (3,7) , 亦 即 

0 


由 此 推出 
二 
或 
A . 
ZE 于 WG) 字 位 1， 《zc < 
然 且 ,从 五 到 z 积分 此 不 等 式 , 即 得 
| | arcrg 5 z aretg 和 :0 


Oa Er po) 
. 1 - 


上 谍 此 推出 ae 是 二 个 有 限 数 , 亦 即 性 是 一 有 限 区 二， 

周 桩 可 证 , 解 y = y(x) 的 左 侧 最 大 存在 区 间 六 =.(enz 了 也 
是 有限 区 间 ,. 因此 ,这 和 解 y 二 ylr) 的 最 大 存在 区 间 是 有 限 工 问 
(3 它 与 解 的 初 值 (ze 加 有 关上 

【 例 2】 在 平面 上 作 取 点 Pukrowge)， 试 十 初 值 问 


dy 


CE): jr -yew yr0) = yo 
的 在 行 解 ( 即 从 疡 碟 出 发 向 右 延 伸 的 解 ) 都 在 区 同和 所 +z 之 ce 上 


任 在 . 
证 明 首先 ,由 上 面 的 推论 可 知 . 对 于 平面 上 任意 一 -个 亿 含 
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户 点 的 区 域 6, 初 值 问 题 (5) 的 解 
都 存在 旦 唯 - .并 可 延伸 到 2 的 

其 次 , 窒 易 看 出 , 直线 了 工 : 多 
二 7 是 微分 方程 昕 对 应 的 线索 汤 
的 水 下 等 斜 线 (参见 第 一 章 
$ 2), 并 且 线 素 的 斜率 在 上方 

负 , 而 在 大 下 方 为 正 , 摸 各 话 

说 ,积分 曲线 在 工 上 方 是 单调 下 1 
蜂 的 ,而 在 二 下 方 是 单调 上 上升 的 2 

现在 假设 位 于 工 的 上 方 : 
CE zo < 0): 则 利用 (8B) 的 5 五行) 解 矿 在 条 形 域 

Ss: rg) Ip EI ce 

三 的 延 舍 定 理 ,和 积分 册 线 了 在 工 上 方 的 单调 下 降 性 , 易 知 王 必 与 
三 相交 5 参见 图 3-2). 

再 假设 户 位于 下 线 工 上 或 其 下 上 记 ( 即 26 如); 则 在 区 域 

Gr 10z EO 0) 

小 座 用 { 右 行 ) 艇 的 延 位 定理 ,得 出 CE) 的 解 矿 证 延 伟 到 的 边界 ， 
另 一 方面 ;在 下方 ,积分 曲线 本 是 单调 上 升 的 ,并 朋 它 在 疝 丰 钙 
伸 了 不 下 能 从 水 平等 竹 线 三 的 下 方 穿 趣 刘 上 方 . 尚 此 , 它 必 可 向 布 
延伸 到 跨越 区 闻 zs 委 zc<co | | 

一 般 耐 言 , 征 分 方程 解 的 最 大 存在 区 间 因 解 而 异 , 对 不 同 的 解 
需要 在 不 同 的 区 间 上 脖 行 讨论 . 因此 , 当 我 们 不 知道 解 的 最 大 存 存 
区 间 时 就 无 法 对 解 进行 研究 . 下 曾 的 定理 在 :- 定 的 条 件 下 为 我 们 
点 服 了 这 个 困难 . 

定理 5 设 微分 方程 


py 
Fz fy), £83.81 


其 中 申 数 Jz.y) 在 条 形 区 域 
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S, or 人 pf, — yo 
内 连续 ,而 且 潢 足 不 等 式 
Fea) | AC) ly| + B(x), (3.9) 


其 中 4(x) 宇 0 和 B(x) 守 09 在 区 间 a< 达 7 之 8 上 是 连续 的 . 则 微分 
方程 (3.8) 的 每 一 个 解 都 以 区 间 a < 之 xz 之 8 为 最 大 存在 区 间 ， 
证 明 ” 设 油 分 方程 (3.8) 满足 初 值 条 件 
?KZzo = gos (reryo) EE 了， 
的 一 个 解 为 了 8 一 y(x). 要 证 的 最 大 相 在 区 间 为 4 之 ?< 之 8. 先 
让 它 的 右 侧 最 大 存在 区 名 为 [zo,P). 
假设 不 然 . 令 它 的 右 侧 最 大 存在 区 间 为 [zo,pfo) ,其 中 如 是 … 
常数 , mm 所 而 所 所 
我 们 在 疡 的 两 侧 分 别 取 常数 mm 和 zs, 使 得 
而且 3 一 
在 有 限 财 区 间 [zyz] 上 一 数 4{x) 和 Blz} 是 连续 有 和 界 的 ; 令 
入 和 后 分 别 是 它们 正 的 外 轮 再 利用 (3.9) ,我 们 得 到 
fr) | holy | 二 Bo Cro rr OO 00 Yo0), 
《3. 10) 


而 且 不 妨 设 正 数 


二 一 434 


因为 多 一 防区) 在 [xo, fo) 上 存在 ,所 以 我 们 有 
yx) = {ri}) ES, 
现在 ,以 人 9 点 为 中 心 作 一 矩形 区 域 
Rl: lz 一 和 | 入 ， ly 一 训 | 委 玉 ， 

其 中 正 数 妈 是 充分 大 的 . 显然 ,中 是 条 形 区 5 内 的 一 个 有 限 闭 区 
域 . 由 《3. 10) 容易 推出 ,不 等 式 

[FCDA 二 上) 二 Bo (Cr ER (3,11) 
成 立 . 令 

af 一 如 Cl 十 页) 十 可 十 1 
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二 一 Ee 1 b| | 
A = min | 入 | » 
并 以 CF1 3 点 为 中 心 作 算 形 区 域 
看” : lz 一 2 扫 丰 ， |? 一 扩 | 所 性. 


出 BL* 三 豆 . 我 们 在 吾 * 内 可 以 应 用 定理 4 推出 ,微分 方程 (3.8? 
过 (mg) 的 解 生 必 可 向 右 延 伸 到 矶 * 的 边界 . 另 一 方面 ,从 《3.1 ) 
可 知 , 解 工 在 Ri* 内 必 停 留 在 扇形 区 域 

ly Mz rl|, Iz 一 让 | 所， 
因此 , 解 卫 可 向 右 延 伸 到 跨越 区 间 [z，z 十 久 ). 因为 m < 六 -以 
及 极限 


lim 天 一 于， 

boo 1 入 

所 以 只 要 取 充 分 大 的 正 数 媚 ,我 们 就 有 
hs 


出 此 推出 ,六 在 区 闻 zw 委 2z 反 和 上 存在 .但 是 ,区 间 [zo:zs) 严格 大 
于 本 的 右 侧 最 大 存在 区 间 [xo, 60). 这 是-…… 个 矛盾 , 它 证明 耳 的 右 
和 侧 最 大 存在 区 间 必 定 是 [x6, 记 ). 

同样 可 证 了 的 堪 侧 最 天 存在 区 间 必 定 是 (ezo], 因 此, 王 的 最 
大 存在 区 间 是 (ae,8). | 


习 题 3-3 
Vv 利用 定理 5 证 明 ; 线 性 微分 方程 
宪 =alny + btr), (ED 

的 每 一 个 解 y 二 ytz) 的 (最 大 } 存在 区 间 为 了 .这 时 假设 az 和 B(x) 在 区 间 1 
上 是 连续 的 . 

下 讨论 下 列 微分 方程 解 的 存在 区 间 ， 

YY CD 站- 

dr x2 十 yr 


dy , 
{oy = 1):; 


中 第 .- 意 ”存在 有 唯 :性 定 班 


Ef ， 
[i 于 = y Sint ri 


0) 于 =1 寺 类. 
3, 考虑 对 称 形 式 的 微分 方 称 
nt 十 wy 一， 
它 的 定 交 域 为 
Gs 王 十 六 闻 仙 
则 单位 图 Ce 一 郑 一 1 是 一 条 积分 曲线 , 它 在 区 城 6 的 内 部 : 它 并 没有 延伸 到 
6 的 边界 .这 一 点 是 否 与 上 上 述 解 的 延 种 定理 相 六 盾 ? 试 说 明理 由 ， ~ 
"4 设 初 值 阿 题 


™ 


Ck) EO et gr) 二 机 
的 饰 的 最 大 在 在 区 间 鸭 4 三 工 之 5 其 中 (ao yop) 十 平面 上 的 信 一 点 , 则 a 
= 之 和 4 一 co 中 莹 少 有 一 个 成 立 . 
*5, 设 初 情 疝 题 


[ef ， 
(EY). pr 避 m) 一 如， 


其 中 少数 ftz.i 在 全 平面 连续 且 满 足疗 (z, 引 六 0, 当 y 隆 0 则 对 于 任意 的 
Cos 加) (5) 的 解 都 在 一 2 忆 5 < 上 存在 . 


“$4. ”比较 定理 及 其 应 用 


我 们 在 上 节 巴 经 得到 ,为 了 对 微分 方程 的 解 的 存在 区 间作 出 
辕 计 , 仅 应 用 延伸 定理 经 常 荐 不 葬 的 ,有 时 须要 分 析 有 关 线 素 场 的 
几何 特性 (有 见 上 节 例 2. 下 面 的 几 个 定理 为 这 种 分 析 提 供 了 -- 般 
的 原理 ( 它 的 基本 思想 其 实 已 含 于 下 节 例 1 之 中 )， 

定理 6 (第 一 比较 定理 》 设 画 数 f(z2,9) 与 Ps，g 都 在 
平面 区 域 G 内 连续 且 满 足 不 等 式 

Ferg) Fr) CA) EC: (4. 1) 

变 设 冰 数 一 gzy 与 了 一 Bx) 在 区 人 间 a 之 z 之 5 上 分 别 是 初 值 
问题 


了 
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《号 1 和 一 zy 人 ， yx0) = 加 
与 
CB) dy pz,y) ) = 
24; de TW) yi) = yo 


的 解 ,其 中 {xo yo) EG. 则 我 们 有 
PI) LD), 当 m<ryr< DB 
Pp) > Br) 当 e< 
证 明 ”在 区 间 a < 之 z 之 8 上 令 函 数 :一 BCz) 一 (x), 则 
由 初 值 效 件 和 不 等 式 (4.1》 有 
p(x0) = 0, iro) = Flxo, yo) 一 flros yo0) > 小 
因 池 ,存在 o > 0, 使 得 
$F) >0 当 加 FY 《4. 3) 
如 果 (4.2) 的 第 一 式 不 成 立 , 则 至 少 存在 一 个 zs > 和 ,使 得 
px) 一 0. 取 
B= min {x| Br) = 0 tI Lh)}. 
再 结合 (4. 3) ,我 们 有 
$=0, 且 Y(2)>0, 当 w% <z < 
这 攻 含 | | 


(C4. 2) 


儿 ( 人 有) < 0. 

但 是 另 一 方面 ,由 于 饿 四) 一 0, 则 有 9:== (8) 一 pt). 所 以 再 利 
用 (4 1) 我 们 有 

P= VD w= FB Do ff D0, 
这 一 矛盾 证 明了 (4.2? 的 第 一 式 成 立 . 同 理 可 证 第 二 式 也 成 立 , 缚 

【 许 注 1 定理 6 的 几何 意义 是 明显 的 :斜率 小 的 曲线 向 
右 不 可 能 从 斜率 大 的 曲线 的 下 方 穿 起 到 上 方 . 应 该 注意 的 是 ,两 
个 线 奉 场 只 有 在 同一 点 ,才能 比较 斜率 . 

现在 考虑 初 值 问题 


CE): 时 = fC g(r0) = po, 


rp- rn ee re er re me 
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其 中 国 数 f(s, 在 算 形 区 域 


RB, | 一 加 | 过 9 ly 一 各 | 折 8 
上 和 连 线 ,并 且 令 


M= max |ffzr 打 | 和 hh= min la, 喜 |， 
《zz) ER 
如 果 在 区 闻 |z 一 xol 所 入 上 初 值 问题 (8) 有 二 个 解 y 二 2(z) 和 
二 (zx), 使 得 (8) 的 任何 解 y = 二 y(x》 都 满足 不 等 式 : 
WO Ey 有 22， 《人 站 一 各 | 各 ， 

则 称 y = WCz) 和 3 一 ZKz) 分 别 为 初 值 问题 (8) 的 最 小 解 和 最 大 
解 . 由 这 个 定义 容易 看 出 ,最 大 解 和 最 小 解 都 是 唯一 的 .下面 的 定 
理 肯 定 了 最 天 解 和 最 小 解 的 存在 性 ,并 为 第 二 比较 定理 的 证 明 作 
了 必要 的 准备 . 

定理 7 存在 正 数 o < 使 得 在 区 间 lz 一 zol 所 co 上 , 圭 述 
初 秆 问题 .5 有 最 小 解 和 最 大 解 . 

证 明 ”考虑 与 (8) 相 联 系 的 初 值 问题 

(Em): 中 = fz 十 ea， 3Kzo) 一 yo, 

其 中 em 祈 0 Cm 二 1,2,"") ,并且 当 ww oo 时 tm 单调 下 降生 赵 于 
0. 由 皮 亚 诺 定理 , 存在 hm 半 0 (hm 一 上, 当 名 一 oo0)， 使 得 初 值 癌 


题 (8m) 在 区 闻 jz 一 zj 二 加 上 有 和 解 y 一 pm(z), 即 函数 pm(lx) 满 
是 方程 


gmtz) 一 其 十 [jz，pmtz)) 十 mm]ax。 (4. 4) 
入 


由 于 一 Cm 一 00) ;所 以 可 取 到 正 数 0 二, 使 得 初 值 问题 惠 ) 和 
CF) (aa == 2) 的 解 都 在 区 间 flz 一 zl 过 上 存在 . 
注意 到 
[pat Co [Rb (ET; m= 12,.), 
和 由 (4. 4) 所 得 的 估计 式 


[Pn tz 一 pm (Fa) | EE | fp) 十 em) dz 


bl 
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CM el — zl, 
(x TE ;m= 1,2,-) ;所 以 {mm (x)} 在 1 上 为 一 至 有 界 与 等 度 
连续 . 利用 Ascoli 引 理 可 知 ，{gmtx)) 在 区 间 了 上 有 … 致 收敛 的 子 
序列 . 这 里 不 妨 设 {wmkz)} 本 身 在 上 上 一 致 收 伍 . 令 


Tx) 一 lim pm x) 


则 在 (4. 4 式 中 ( 令 m 一 co) 取 极限 ,就 可 推出 y 一 B(x) 是 禄 值 问 
题 (8) 在 上 上 的 一 个 解 ， 

最 后 ,我 们 来 证 明 y = Bfz) 是 5B8) 在 5 二 的 右 行 最 大 解 和 左 行 
最 小 解 .事实 上 , 设 ? = y(r) 是 (如 的 酝 一 解 , 则 对 初 值 问题 (8) 利 
(Em) 应 用 第 一 比较 定理 可 得 

ya mt) 当 ro<zczo 十 
yD pm) 当 

在 上 面 两 式 中 令 -一 co, 取 极限 ,就 得 到 所 要 的 结论 、 

在 初 值 问题 CEw) 中 以 一 em 代 摘 em, 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 在 
区 间 7 上 和 初 值 问题 (8 有 堪 行 最 大 解 和 右 行 最 小 解 

由 于 初 值 问 题 (8) 的 所 有 解 在 (zo,%) 点 均 相 切 , 所 以 (8) 的 
左 行 最 大 (小 ) 解 和 右 行 最 大 (小 ) 解 就 拼接 为 整个 区 间 上 的 最 大 
《小 ) 解 ， 

【附注 23 类似 于 解 的 延伸 定理 ,我们 可 以 把 (8) 的 最 太 解 
和 最 小 解 从 局 部 延伸 到 区 域 G 前 边界 . 此 外 ,容易 知道 ;18) 的 解 
是 唯一 的 , 当 且 惕 当 它 的 最 小 解 和 最 大 解 是 恒 同 的 . 

定理 8 (第 二 比较 定理 )” 设 请 数 ffz,g) 与 F(z,y) 都 在 平 
面 区 域 5 内 连续 且 满 足 

了 KZ) FOr CF) EE Gs 

叉 设 丽 数 y 二 p02) 与 y= 二 82) 在 区 词 a 过 5 之 3 上 分 别 是 初 值 
问题 


CE,):, 史 一 flr 80 = yo 
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CP) Fry), g(xo) < 到 


的 解 [(zysgo) E 6 并 且 y = w(x) 是 C81) 的 右 行 最 小 解 和 左 行 
最 大 解 (或 者 : y 二 9(z) 是 (B84) 的 右 行 最 大 解 和 左 行 最 小 解 )， 则 
有 如 下 比较 关系 : 
Pz) Br) 当 wo 
pr DI) 当 4 
证 明 ”此 定理 容易 从 定理 6 和 定理 了 推出 .| 
[ 例 1】 “讨论 微分 方程 


dy _  ， 
i sintay) ‘4, 5) 


的 解 的 延 伟 趋向 ， 
_ 易 见 y= 二 0 是 这 微分 方程 的 零 解 . 而 且 由 定理 1 和 定理 5 推 
出 ,这 方程 过 任何 一 点 的 解 y 二 y(tz) 都 是 唯一 的 ， 并 在 无 穷 区 间 
一 ee 过 xz 所 ce 上 存在 .现在 ,我 们 讨论 解 了 一 gz) 当 x 一 oo( 和 
一 oo) 时 的 延伸 趋 商 . 
注意 , 当 z 换 成 一 + 或 y 换 成 一 y 时 ,方程 (4. 5) 的 形式 不 变 . 
所 以 它 的 积分 曲线 的 分 布 既 对 zy 轴 义 对 > 辅 对 称 - 因此 我 们 只 需 讨 
论 在 第 一 象限 的 情形 ， 
令 学 0 二 名 ;其 中 加 宇 灿 当 各 = 二 时, 则 由 解 的 唯一 性 可 知 
y = yz) 就 是 零 解 # 一 0- 以 下 设 六 >> 0, 则 由 解 的 唯一 福 可 知 y 
一 Ja > 0， 人 < 委 z< 居 oo) 我 们 要 证 明 
lim y(z) = 0. Cd. 6) 


首先 ,假设 积分 时 线 了 y = Yaz) Cz 之 由 与 直线 Ly 二 x 相 
交 于 一 点 B(x,7) ,3 人 > 

由 方程 (4,5) 可 知 积 分 晨 线 卫 的 斜率 y' (x) 所 1 ,而 直线 工 的 
斜率 = 1; 所 以 由 第 二 比较 定理 得 出 : 当 xz 这 zz 时 工 将 留 在 上 的 下 
方 . 

更 取 最 小 的 正 整 数 m, 使 它 满足 不 等 式 
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om— BO C4. 7) 
然后 ,考虑 双 曲 线 
H: sy = (2m— 7 (> 0 y > 0). 


则 由 {4.7) 可 见 上 上 述 交 点 在 互 的 下 方 . 现在 我 们 要 证 : 当 z>2 
有 时, 古 也 在 归 的 下 方 . 

事实 上 ,如 果 上 述 结论 不 成 立 , 则 存在 沁 z, 使 得 当 z 一 时 
与 上 相交 于 PP 点 ,而 且 厂 从 五 的 左下 方 进入 存 上 方 . 由 此 可 见 ， 
在 咏 点 卫 的 斜率 (zi 六 五 的 斜率 天 由 于 Pi 点 在 直线 碾 的 下 
方 , 所 以 双 曲 线 记 在 P 点 的 斜率 


了 + 
Ki = 一 (2m 一 言 ) 吉 之 一 1 
然而 
Cr) = Sin(rig(tz)) = sin(2m 一 3 一 一 1. 


这 是 一 个 矛盾 . 因此 , 当 z= 关 时 一 必须 在 号 的 下 方 , 亦 即 
0 < yz) < (2m 一 方 ) 工 . 


由 这 不 等 式 就 直接 推出 (4. 6). 
其 次 ,要 证 :了 与 工 确实 相交 . 
为 此 ,考虑 双 有 曲线 族 
Hr: y= ir, (ri 0,y> TD) 
(4 二 312,……) 及 其 界定 的 区 域 
Ors (ER— ry hr (0 0, 
(Kk = 1,2,**). 
则 由 (4. 87 可见, 积分 丰 线 也 的 斜率 y tz) 满足 不 等 式 : 
i Oy 1l, 当 (rr)) E Ge 一 1 
(— ly < 0, 当 (F272)) EE Gons 
t= 2 
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现在 ,从 点 Po(0 ,yo) 出 发 向 右 作 一 连续 的 折线 A: = U(rTY, 
(7 宇 0) ,使 得 它 的 节点 Pi 分 别 在 双 渴 线 互 :上 ,而 各 直线 段 的 斜率 
满足 条 件 : 
11， Cr) 人 Can 一 15 
wz) = < 
0, 当 《zaz)) EE Gon: 
因此 由 第 一 比较 定理 得 出 ,从 Ps 点 出 发 的 积分 曲线 P: y = 
ytz)，(zx 之 0) 一 定 在 折线 4 的 下 方 ( 参 见 图 3-3). 


考虑 折线 4 的 节点 Pizry8). 注意 ,xr 二 kx. 现任 取 三 个 相 
邻 的 节点 Pa, Prtis 和 Pn+2, 其 中 为 奇数 . 则 有 . 
Gn + 2)7 _ 二 Dx 是 


Ta 一 性 。 
十 ia gti ys 


向 且 +1 = 二 和 yx+2 六 国 此 ,我 们 推出 


Ya]1 一 Yr -一 ys 


和 
Tt 
Tn 十 2 一 a 十 1 < 挟 . ww 


从 而 
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Wut2 Cal s+ 1 一 Tae 


再 利用 
加 十 2 一 用 一 加 十 2 Yi] 一 了 十 2 3Znm 十 1 
就 推出 
Yat2 Yn 一 Ta 二 2 一 Ya 十 1 
Ta+2 一 3a 《ze+2 一 za 二 1 十 【gzn+1 一 2 


ER 十 2 Tn 十 
2(xnt2 一 Fat+1) 
这 就 是 说 ,直线 段 [Ps,P,+z] 的 斜率 小 于 于 ,其 中 * 为 奇数 因此 ， 
如 果 从 PP 点 出 发 作 一 直线 


1 
: 一 


那么 折线 4 将 在 七 的 下 方 .所 以 积分 曲线 荆 也 在 工 ; 的 下 方 . 
因为 买点 在 三 的 上 方 而 在 五 的 下 方 , 而 且 当 = 增 天 时 直线 五 
将 从 工 的 上 方 进入 下 方 , 所 以 积分 曲线 卫 也 从 工 的 上 方 进入 下 方 . 
这 就 证 明了 耳 和 工 的 相交 狂 , 卜 
£ 全 23。 设 初 值 问 题 


1 y(0) =0 C4.8) 


一 二 
2 


的 解 的 右 侧 最 大 存在 区 闻 为 [0,8), 试 证 : 了 过 8 之 1 

证 明 ”由 上 一 节 的 推论 可 知 ,《4. 8) 的 解 存在 且 唯 一 ,并 可 延 
伸 到 包含 坐标 原点 的 任意 区 域 的 边界 .下面 我 们 仅 给 出 证 明 的 神 
概 ,而 把 细节 留 给 读者 完成 . 

1) 先 证 二 衬 8 委 工 

当 'z| 所 1 时 ,显然 有 

人 十 1)2 有 十 (十 1)2<s 1 十 (十 1)2 

因此 ,我 们 可 以 旋 用 比较 定理 ,把 初 值 问题 4. 8) 的 解 与 如 下 两 个 
可 积 的 初 值 问题 


PE ee 
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至 -- = 
CB): = +1 yO0)=0 
和 


CH): 生 一 1 十 G+’, y=0 


的 解 分 别 比 较 , 从 而 得 到 子 < 8 所 1 
2) 再 证 之 1， 
在 (4.8) 的 积分 曲线 上 取 一 点 他 ,其 中 0< 二 发 1, 则 初 值 
问题 
(Bs: yD 3C6) 一 
是 可 积 的 ,容易 算出 它 的 解 的 右 山 最 大 存在 区 间 为 0 二 z<<CC6)， 
其 中 C(e) 二 “十 Ti 由 于 


dl a 
de Cn 1): de 
二 2 
1 一 二 C++1D59]<0 


且 C0) 一 ! 因此 , 当 0< 有 1 时 ,Ce < 1 和 理 对 (4.87 和 (83) 
旗 用 比较 定理 可 得 < 1. 
3) 最 后 证 器 >> 可. 
取 正 数 1, 使 0 必 1 一 14 忆 1, 则 初 值 问 题 
Cg), | 二 发 十 (y 二 1)2， 
yt0) = 0 
的 解 的 右 侧 最 大 存在 区 间 为 9 所 >< 58%), 计算 表明 , CC1) = 地 


而 且 


dh) 
碗 加 


< 0D， 


A=] 


因此 当 0 < 一 1 一 1 时 EC > 地 最 后 ,再 对 (4.8) 和 人 站 应 
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用 比较 定理 可 得 > 本. | 


习 是 3-4 


1. 设 初 值 问题 (本 ,矩形 区 域 ,和 正 数 3 的 意义 同 定理 1. 试 证 在 (2 的 
最 小 解 # 一 证 (r) 和 最 大 解 y 一 名 (x) 之 问 充满 了 58) 的 其 它 解 , 即 任 取 一 点 
《ay 的 2 其 中 
| 一 | 
则 (天 在 |z 一 可 过 上 上 至 少 有 一 个 解 y 一 sfz) 满足 : stz) 一 纺 。 
2. 证 明定 理 &. 
3. 对 便 2 的 上 述 结论 给 出 详细 的 证 阴 - 


第 四 章 奇 解 


一 般 说 来 ,一 阶 徽 分 方程 拥有 含 一 个 任意 常数 的 通 解 ,另外 可 
能 还 有 个 别 不 含 于 通 解 的 特 解 . 这 种 特 解 可 以 理解 为 通 解 的 -一 种 
晓 化 现象 , 它 在 几何 上 往往 表现 为 解 的 唯一 性 遭 到 破坏 . 

早 在 1694 年 莱 不 尼 蓝 就 已 观察 到 , 解 族 的 包 络 也 是 一 个 解 . 克 
莱 洛 (CClairaut,1713 一 1765) 和 欧 拉 对 奇 解 作 了 某 些 探讨 ,得 出 了 
从 六 判别 式 求 奇 解 的 方法 . 拉 格 朗 日 CLagrange,1736 一 1813) 对 奇 
解 和 遂 解 的 联系 必 了 系统 的 研究 ,给 出 了 从 C- 判 别 式 求 奇 解 的 方 
法 ,和 奇 解 基 积分 曲线 族 的 包 络 这 一 几何 解释 . 

” 本 童 先 介绍 与 奇 解 密切 相关 的 一 阶 隐 式微 分 方程 的 解法 , 然 

后 介绍 奇 解 的 概念 和 判别 法 ,以 及 奇 解 与 通 解 的 联系 ， 


“31 一 阶 隐 式微 分 方程 
作为 对 第 二 章 初等 积分 法 的 补充 ,本 节 讨 论 一 阶 隐 式 方程 
j= CD) 
的 几 个 特殊 解法 . 这 里 所 谓 隐 式 的 合 义 ,是 指 在 方程 中 未 知 函数 的 
微 商 昱 没有 预先 表示 为 (z,g 的 显 函 数 . 


F 


1.1 微分 法 “ 
设 从 微分 方程 (1. D) 中 可 明显 解 出 未 知 函 数 


?一 上 =, 至 |， C1. 2) 


令 p 一 型 , 则 有 
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g 一 fx,p), 
其 中 国 数 了 《rp》 对 (zyp) 是 连续 可 微 的 ， 
在 方程 (1. 2》 中 对 x 进行 微分 ,我 们 得 到 


p = f(zsp) + fybrsp) 2, 


或 
LP sz 一 plaz 十 PCzyp)ep 一 0， (1. 3) 
这 是 -- 个 关于 变量 z 和 :的 一 阶 显 式微 分 方程 
如 果 能 够 得 到 方程 (1. 3) 的 通 解 
P= ur, 0), 
那么 就 得 到 方程 (1. 2) 的 通 解 
3 下 EEC 
其 中 C 是 一 个 任意 常数 ;另外 , 若 方程 (1. 3) 有 特 解 
P= DCz]， 
那么 方程 (i, 2) 有 相应 的 特 解 
| y= friw(r)). 
在 某 些 情况 下 ,方程 (1, 3) 的 通 解 容易 写成 如 下 的 形式 
= vp 
则 方程 (1. 2 的 通 解 可 写成 
| xX 二 PPSO) 
yg = fp 0 ,Pp), 
这 里 zp 视 作 一 个 参 变 量 ; 同 样 ,如 果 方 程 (1. 3) 有 特 解 
* 一 x(F), 


则 方程 (1. 2) 有 相应 的 特 解 
| x = 2t2), 
# = fap) DB7， 
【 例 1] 求解 克 莱 洛 方程 


y= 二 ftp (p= 至)， C1. 4) 
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其 中 frCp) 关 0. 
解 。” 利用 微分 法 ,我 们 得 到 


= py a 
=p+tra tf (na 
亦 即 
辕 
EA 


当 加 = 0 时 ,我 们 有 ?= 0. 因 此 ,得 到 克 莱 洛 方程 (1, 4) 的 通 解 


¥ = Cr FC), 《1.5) 
其 中 心 是 一 个 任意 常数 ; 当 z 十 f'(p) = 0 时 ,我 们 得 到 克 莱 洛 方 
程 (1. 4) 的 一 个 特 解 
T= Tp, y=— ftpp +t fuip). C1.6) 
注意 ,因为 天 人 关 90, 所 以 由 z= 二 一 也 (8) 可 得 芭 栈 数 p= 
(7), 然后 代入 上 式 , 特 解 (1.6? 可 写成 如 下 形式 
区 = TI 十 了 CDCE7 C1.7) 
它 的 微 商 为 ¥ = wizxz》. 由 此 可 以 推出 ,在 x 一 xo 处 特 解 (1- 7) ) 的 加 
线 为 
y= Cost FO), 
其 中 Co 一 w(x0). 这 就 证 明 特 解 (1. 7) 在 各 点 都 有 通 解 (1. 5) 中 的 
某 一 解 在 该 点 与 其 相 切 ; 另 外 ,容易 证 明 wtz) 不 是 常数 ,所 以 特 解 _ 
《1.7) 不 能 由 通 解 (1. 5) 给 出 . 
作为 例子 , 当 fKp) = 一 了 ?时 , 克 莱 海 方程 的 积分 曲线 族 的 
图 形 见 图 4-1. 1 . 
[附注 3 。 对 克 荣 浅 方 程 的 进 -- 步 讨论 ,读者 可 参考 文献 
[19 的 第 一 章 。 与 Arnold 的 这 一 工作 有 闫 ,目前 仍 有 人 对 一 阶 隐 
式 方 程 进行 研究 . 
f 例 2 羽 解 微分 方程 
x) -- oy + gr = 0. (1.8) 
解 ”出 - 阶 隐 起 方程 61.8) 可 得 到 
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= 到 二 过， (p=¥) 
然后 用 微分 法 推出 
[一 起 [7 一 j=。0， (1.9) 
它 瘟 售 
tp 
T Ea 
和 . 
T=9 
由 此 可 得 方程 .9) 的 通 解 
P= CF 
和 和 二 个 特 解 
p=3, p= 3. 
所 以 我 们 求 得 微分 方程 (1. 8) 的 通 解 
一 所 十 号 C1.10) 
和 二 个 特 解 
y= 3r, 一 一 3 【1,11》 
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注意 , 通 解 (1 10) 不 包括 特 解 (1. 11) ;它们 的 图 形 坟 图 4-2， 
其 主要 特征 为 在 这 二 个 特 解 上 的 每 一 点 (原点 C 除 外 ) 都 有 通 解 中 
的 基 --- 解 在 该 点 与 其 相 切 、 上 


1.2 ”套数 法 
设 微分 方程 不 明显 包含 自 变量 , 即 
| FG,7) = 0, Cp = HY). (1.12) 


作为 变 元 y 和 ?之 间 的 联系 ,方程 (1. 12) 在 (y,7) 平面 上 一 般 表 示 
若干 条 曲线 . 设 
y= gD, p= ht <1.13) 
是 其 中 一 条 . 称 (1. 13) 为 (1, 12) 的 一 个 参数 表示 ， 
为 了 下 面 讨论 的 需要 , 设 y(b，98 (和 HPD 都 是 参 教 ! 的 连续 
函数 ,而 且 设 4 天 0 | 
根据 上 述 微 分 方程 的 参数 表示 ,我们 有 


1, gw 
d= Fy 打 汪 和 
再 利用 积分 ,可 得 
四 
g 一 人 + 
- 困 此 ,微分 方程 (1. 12》 有 通 解 
— [#0 
z 一 | +e. 区 = gt). (1.14) 
【 例 33 求解 微分 方程 
ay? 
十 | 型 =1. (1..15) 
解 对 它 可 设 参数 表 达 式 . 
?一 Cost， 光一 snt， (— oi 0), 人 (1.16) 


由 此 可 见 : 
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1 1 
i — tf =—=— 
™ SINt Sint 


dost 一 df, 


从 而 我 们 得 到 
f+ 二 一 十 纪 . 
因此 ,微分 方程 (1. 15) 的 通 解 为 
和 一 一 [十 下 了 一 有史 
如 果 消 去 参数 我们 得 到 通 解 
¥ 一 cosgC 一 zx). C1. 17) 
对 于 方程 (1. 15) ,除了 参数 表达 式 (1. 16) ,还 有 


= 世 
¥ 士 1， ax 各。 


显然 ,# 一 1 和 # 一 一 1 是 微分 方程 (1. 15) 的 二 个 特 解 ;对 于 方程 
(1. 15) 还 可 设 


到 
六 一 了， 了 一 士 .1 


但 是 , y 一 0 不 是 微分 方程 (1. 15) 的 解 ， 

因此 ,微分 方程 (1, 15) 有 通 解 (1. 17) ,另外 还 有 特 解 y 一 1 各 
y 二 一 1. 请 读者 自己 动手 画 出 积分 曲线 的 图 形 ,并 注意 通 解 与 特 
解 (y = 士 1) 之 间 的 关系 .上 

类 似 前 方法 也 可 以 应 用 于 不 明显 包含 未 知 画 数 的 微分 方程 


此 | 一 0. 
”对 于 一 般 的 一 阶 隐 式 微分 方程 
Fizyyp) = 0, (= 各). (1. 18) 


它 在 {x,y,?) 空间 表示 若干 张 曲面 , 设 
T= fv), y= gr), 有 一 下 (so 
是 其 中 之 一 ,这 里 4 和 + 是 二 个 参数 . 因为 
dy 一 pax, 
所 以 我 们 有 
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gudu tT gindb = RCuyo) Pagae + fvdv), 
它 可 以 写成 如 下 形式 
(ad 十 (ao = 0, 《1. 19) 
其 中 
MO Dn) = guts pt) 一 下 (3 有 KG 
(一 
如 果 我 们 能 求 得 一 阶 显 式微 分 方程 563, 19) 的 通 解 
n= OC), . C1.20) 
则 微分 方程 (1. 18) 有 通 解 
和 一 了 (总 人 JJ， y= giv, Yu, CON), 
其 中 上 是 参 变量 ,而 2 是 一 个 积分 常数 ;另外 ,如 果 除 通 解 (1. 20) 
外 ,微分 方程 (1, 19) 还 有 特 解 
了 一 Su) 
贴 微分 方程 (1. 18) 还 有 特 解 
了 一 了 Su)), y= gu, SY). 
【 例 41 用 参数 法 求解 微分 方程 


: (天 +s {1.21) 
解 ” 令 * 一 * 和 "一 尝 为 二 个 参 变 量 , 风 可 直方 程 (1. 21) 得 
到 
t= So, 二 
因此 ,我 们 得 到 
0 二 和 
dr dy 
亦 妈 


tn 一 ld odr = 0. 
容易 求 得 它 的 通 解 
dO 二 2 nv 一 1)+c 


和 一 个 特 解 
世 一 1, 
由 此 得 到 微分 方程 1. 21) 的 通 解 
= 2 ntv— 1):, 
y= Hw— nt 1 ww 


和 一 个 特 解 
守 寺 y y= 1, 
亦 即 y = > 一 1 1 
习 题 4-1 
求解 下 列 微分 方程 
《1 27 = 2 (9 一 村): 


【2) # = prlnz + (rp)’; 
3) 27p 一 Ptgy + peos’y. 
2. 用 参数 法 求解 下 列 微分 方程 : 
1) 2 十 红 理 ) = 4 


32. 寄 解 


在 上 一 节 我 们 已 经 看 到 某 些 一 阶 隐 式微 分 方程 的 个 别 解 具有 
特殊 的 几 柯 意 文 , 即 它们 分 别 满足 下 述 柯 解 的 定义 .， 
定义 1 设 一 阶 微分 方程 


于 sy 于 | = D {2. 1) 
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也， y= gz), (rE 7)， 
则 果 对 每 一 点 8 毛 厂 ,在 龟 点 的 任何 邻 域 内 方程 (2. 1》 有 一 个 不 同 
于 本 的 解 在 8 点 与 下 相 切 , 则 称 荆 是 微分 方程 (2. 1) 的 奇 解 . 

例如 ,一 3z 和 y 一 一 3zz 夫 0) 是 微分 方程 (1. 8) 的 奇 解 ， 
一 1 和 3 一 一 1 是 微分 方程 1. 15) 的 商 个 奇 解 ,而 1.7》 是 克 莱 
洛 方程 (1. 站 的 奇 解 . 

下 面 的 定理 给 出 了 奇 解 存在 的 必要 条 件 . 

定理 1 设 函 数 F(z,yy,p) 对 (x,y,p) EEG 是 连续 的 , 而 且 对 
y 和 Fp 有 连续 的 偏 微 商 Fry 和 和 F'y. 车 函数 了 一 g(rz) (zx E€ 7) 是 微分 
方程 (2 1) 的 一 个 奇 解 ,并 且 

(rz PI} PD) EG, (rE J}, 

则 奇 解 y 二 pCz) 满足 一 个 称 之 为 ?- 判别 式 的 联 立 方程 


Fryarp) = 0, Fig(x yp) = 0， 《2. 2) 
其 中 ?一 党 ;或 (从 中 消去 3) 与 其 等 价 的 方程 
A(ziy) 二 0 (2.2*) 


《2.2*) 在 tz,y) 平面 上 决定 的 曲线 称 为 p- 判别 曲线 ). 

证 明 因为 yy 二 plz) 是 微分 方程 (2. 1) 的 解 , 丙 以 它 自然 满 
足 上 述 p- 判 列 式 42. 2) 的 第 一 式 , 现 证 它 也 满 是 第 三 式 ， 

假设 不 然 . 划 存 在 z。E€ 7, 使 得 

Fplroryos Do) 3 Ds 
其 中 j= 二 .ptxro) 和 mm 二 VW (zo), 注意 ， 
Felxor yorpo) = 0 

各 Co E G. 因此 ,我 们 可 以 利用 隐 函 数 定理 推 凡 , 由 方程 
《2. 1) 在 Kzoy yo》 附近 唯一 地 确定 了 


= fa), (2, 3) 


其 中 琢 数 f(z,9) 满足 : ftzosyo) 一 pp 这 就 证 明了 微分 方程 (2. 1) 
所 有 满足 yro) 一 yos y' (Xo) = 向 的 解 必 定 是 微分 方程 (2. 3) 的 解 ， 
另 一 方面 .由 于 函数 了 (zx,9) 在 (zo,yo) 点 的 基 邻 域内 是 连续 
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的 ,而 也 对 了 有 连续 的 偏 徽 商 
再 "3 下 站 Cs 区 


FID) 一 ptryo fy 
所 以 由 毕 卡 定理 可 知 ,微分 方程 (2. 3) 满足 初 值 条 御 y(zo) = 部 的 
解 悬 存在 而 且 唯 一 的 , 由 此 可 见 , y 二 wlz) 在 x = zo 处 的 某 一 分 下 
内 是 微分 方程 (2. 3) 的 唯一 解 . 这 就 证 明了 ,在 (zoy%) 点 附近 不 
可 能 存在 微分 方程 (2. 1) 的 其 它 解 在 该 点 与 y 一 p(x》 相 切 ， 

这 个 结论 与 y = wtz) 是 奇 解 的 假设 不 能 相 容 . 因此 , 反 证 法 
的 假设 不 能 成 立 , 亦 即 y 一 wz) 也 满足 上 述 pg- 判别 式 的 第 二 式 . 
定理 1 从 而 得 证 .上 

容易 验证 ,微分 方程 (1. 8) 的 奇 解 y 二 3z 和 ?一 一 3z 满足 相 
应 的 z 判别 式 

zx 一 23 十 9z ~ 0, 2zp 2y 一 0， - 
微分 方程 (1. 15) 的 奇 解 了 ?一 1 和 ?三 一 工 满 足 相应 的 p- 判别 式 
严 十 于 一 1 二 0,. 27= 0; 
同样 , 克 菜 党 方程 (1. 4) 的 奇 解 (1 7) 也 满足 相应 的 ， 关 别 式 
二 一 0， 十 六 (9) = 10. 

这 里 须 注意 ,由 产 判别 式 确定 的 函数 一 %z) 不 ~- 定 是 相应 
微分 方程 的 解 ? 即 使 是 解 ,也 不 一定 是 奇 解 ， 
”例如 ,微分 方程 (1. 21) 的 z 判别 式 为 

， 证 十 # 一 3 一 让 2F 一 0; 
消去 ? 即 得 ¥ 一 2， 但 是 ， y 一 z 不 是 微分 方程 (1 21) 的 解 . 
又 如 ,微分 方程 - 


a ye (2, 4) 
的 于 判别 式 为 ， 
消去 z, 即 得 一 0. 它 是 微分 方程 人 4) 的 解 但 是 ， 窜 钨 求 出 方程 
《2. 4) 的 通 解 为 


一 一 
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¥ 一 Cetz, 
由 此 容易 验证 y 一 0 不 是 奇 解 ， 

这 就 是 说 ,定理 1 虽然 把 寻找 微分 方程 (2. 1) 的 奇 解 的 范围 缩 
小 到 它 的 z 判别 式 C2.2) 或 (2.2* ) ,但 是 由 天 判别 式 规 定 的 琐 数 
y 一 %(z) 仍 须 经 过 验证 才能 确认 是 否 为 奇 解 . 而 在 不 知道 通 解 的 
情况 下 就 很 难 进行 这 种 验证 .下面 的 定理 在 某 种 条 件 下 克服 了 这 
一 困难 . 

定理 2 设 函 数 下 (外 了) 对 《zs EG 是 二 阶 连 续 可 微 
的 .又 设 由 微分 方程 (2.1) 的 gz 状 别 式 

(zz gsB) = 一 0， Prpfzigyp) = 0， (2.5) 
(消去 p) 得 到 的 函数 了 = $(z) (z EE J) 是 微分 方程 (2. 1) 的 解 . 市 
且 设 条 件 
Pizza 凡人 2) 天 0、 Fnop(zvg(z) sy C7)) FO (2.6) 
对 zx 所 了 成 立 . 则 y 二 $(z) 是 微分 方程 (2. 1) 的 奇 解 ， 

(定理 2 的 证 明 有 一 定 的 难度 , 面 且 它 已 超出 一 般 常 微分 方程 
教程 的 范围 . 因此 ,我 们 把 它 放 在 本 章 最 后 一 节 , 作 为 一 个 附录 , 供 
有 兴趣 的 读者 参考 . ) 

下 面 我 们 举例 说 明定 理 2 的 一 个 应 用 . ， 

考虑 微分 方程 | 

| — D 一] 一 ger C2.7) 
它 的 z- 判别 式 为 

(一 17292 ye 一 个 ， 2p(y —1 2 一 个 . 
销 去 ?部 得 y=0. 易 知 y 一 0 是 微分 方程 (2. 7) 的 解 . 而 且 相 应 于 
C2. 6) 的 条 件 成 立 , 即 ， 
PiyaD 0 一 一 1， Falz,0,0) = 2. 

因此 ,由 定理 2 可 向, y 一 0 是 微分 方程 (2. 7) 的 奇 解 ;而 且 易 知 这 
是 唯一 的 奇 解 ， 


习 于 4-? 

1. 利用 z 判别 式 求 下 列 微 分 方程 的 奇 解 ， 
(2) y= 二 和 虹 十 {至}'， 

(3) (Cy— 各} = 4 

2, 举例 说 明 ,在 定理 2 的 条 他 (2.6) 中 的 二 个 不 等 式 是 缺 一 不 可 的 ， 


3. 设 连 急 畏 数 Fcy) 满足 :1) BECO) 一 站 和 2 当 0 < 之 y 太 1 时 BC) 天 对 
则 y == 0 是 微分 方程 


玫 一 Etyy 
的 闸 解 当 征 丛 当 琅 积 分 
oy 
中 Beyy) 收 敦 . 


[注意 ,本题 已 在 习题 3-2 中 出 现 过 ,现在 是 作为 Osgood 唯一 性 定理 的 一 个 相 
反 的 情况 . ] 
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本 节 将 采用 微分 几何 学 中 有 关上 曲线 族 的 和 包 络 的 概念 来 阐明 厅 
解 与 通 解 之 间 的 联系 ,以 及 讨论 寻求 奇 解 的 方法 . 

设 单 参数 0 的 曲线 族 

Viz,0) = 0, (3,1) 

款 中 函数 六 (zx,y,0) 对 (zye) ED 是 连续 可 微 的 ， 

例如 , 单 参 数 C 的 曲线 族 

Dr, (C0), 

Dy = (AAC), 
在 平面 上 分 别 表示 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆 族 和 一 个 项 点 位 于 直线 
y 二 1 上 的 抛物 线 族 . 

定 沈 2 设 在 平面 上 有 一 条 连续 可 徽 的 曲线 局 如 果 对 于 任 . - 
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点 ae 了 ,在 曲线 族 (3.1) 中 都 有 一 条 曲线 kK(C" ) 通过 ?点 并 在 该 
点 与 工 相 切 ,而 县 天 CC* ) 在 4 点 的 某 一 邻 域 内 不 同 于 二 则 称 曲线 
了 为 曲线 族 (3. 1) 的 一 支 包 络 . 

例如 ,直线 #= 1 是 上 面 的 抛物 线 族 2) 的 包 络 ;而 直线 族 y = 
Cr 一 可 C? 有 包 络 为 y 一 ** (参见 图 4-1). 并 不 是 每 个 曲线 族 都 有 


包 络 ,例如 上 面 的 同心 圆 族 1) 就 没有 也 络 . 

【 噶 注 1] ”这 里 我 们 对 包 络 所 下 的 定义 与 一 艇 微分 几何 学 
中 所 见 到 的 定义 稍 有 不 同 , 在 那里 要 求 曲 线 族 中 的 每 一 条 曲线 都 
与 包 络 相 切 ， 而 我 们 所 给 的 定义 在 微分 方程 的 应 用 上 比较 方 恒 
{ 见 下 面 的 例 27. 

定理 3 设 微分 方程 


[zy | =0, (3. 2 
有 通 积分 为 
Ur,y,0) 一 0. (3. 3) 
又 设 ( 积 分 ) 曲线 族 (3. 3) 有 和 包 络 为 
了 y= plz) (rE). 


则 包 络 ¥ 二 p(xz) 是 微分 方程 (3. 2》 的 奇 解 . 

证 大 根据 奇 解 和 包 络 的 定义 ,我 们 只 需要 证 明 卫 是 微分 方 
程 43. 2) 的 解 . 

. 在 上 任 取 一 点 Gaosgo)， 其 中 如 一 plzo). ) 则 由 包 络 的 定义 可 
知 ,曲线 族 (3.3) 中 有 一 条 曲线 9 一 w(x,00) 在 (my 加) 点 与 y 一 
2(z》 相 切 , 即 

Pero) = xo, pr) = Wert Oo). 
因为 8 二 utxs0o) 是 微分 方程 (3.2) 的 一 个 解 , 所 以 
Ferosutxos Co) a rtro O00)) =— DO. 

末 此 ， Fetzo,w (x0)) 一 0 由 于 四 E 了 是 任意 给 定 的 ,这 后 一 
等 式 就 说 明了 y = wk(z) 是 微分 方程 (3. 2) 的 解 . 定理 3 证 完 . 1 

注意 ,由 奇 解 的 定义 可 知 , 奇 解 是 通 解 的 包 络 . 因此 ,由 定理 3 
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可 和 扼 , 求 微分 方程 的 奇 解 归结 到 求 它 的 通 积分 的 包 络 ， 
定理 4 设 浅 是 曲线 族 (3.1) 的 一 支 包 络 . 则 它 满 足 如 下 的 
CC- 判别 式 


Vs,y0) 一 0， Vic(tz sy 一 Ds 《3. 47 
或 (消去 5, 得 到 与 其 等 价 的 关系 式 》 
Q(z,y) 一 0. (3, 4*) 


证 明 ”由 包 络 的 定义 订 风 ,我们 可 对 包 络 给 出 如 下 的 参数 
表达 式 
=, y= 90), CED 
其 中 C0 为 曲线 族 (3.1) 的 参数 , 因此 ,我 们 推出 


VFO gO 0, CCEnD. (3.5) 
因为 世 络 是 连续 可 微 的 ,所 以 我 们 不 妨 读 fC(C) 和 g(tC) 对 C 也 是 连 
续 可 微 的 . 由 此 推出 


要 zfrtC) 十 Per Veo=0, (CED, (3.6) 
其 中 Vs 二 Vw (fC0O9 9609 OO PP 一 TCFCCOOO 0) 和 FV'v 一 
VreCf 0) ,90 ,0). 

设 对 于 任意 给 定 的 CE 了, 当 
FCO gO) 一 00,0) 或 (ix) 二 (00,0) (83.7) 
成 立时 , 则 由 (3. 6) 推出 
Vetf tO) CC 一 0 《3.8) 
当 (3. 7). 不 成 立时 , 则 有 | 
(PC3 GON A O00 和 Cry) A WM, OY). 

”这 表示 包 络 本 在 点 ec) 一 (7(C) ,gt0)) 的 切 向 量 《Ff' (0)， 
Y(c))， 以 及 通过 9(C) 点 的 积分 向 线 PCz,y,0) 一 0 在 gC0) 点 的 
切 向 量 (一 V'y,V1iz) 都 是 非 退 化 的 . 由 于 这 一 个 切 向 量 在 gCOY 点 
共 钱 ( 相 切 性 ), 所 以 有 - 

， FOVis Ty CCP = 0， 
由 它 与 (3. 6) 也 推出 (3. 8) 成 立 . 因此 ,对 于 任何 C ET, 关系 式 
《3. 5 和 (3. 8) 网 时 成 立 - 这 就 证 明了 包 络 了 满足 C- 判别 式 (3. 4). 
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定理 4 从 而 得 证 4 
友之 ,满足 50- 判别 式 的 曲线 未 必 是 相应 曲线 族 的 包 络 (参看 
下 面 的 例 1) ,而 如 下 定理 给 出 了 它 成 为 包 络 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 5 设 由 曲线 族 (3.1) 的 0- 判别 式 
Fa 一 0， er) 一 站 
确定 一 支 连 续 可 微 的 曲线 
CT 
而 且 它 满足 非 赔 化 福 条 件 
Cp OD) FO) A O00) 和 (Fr A C0,0), (3.9) 
其 中 VV 于 VpCO3 0) 10) 与 一 人 PC ,p00) 0). 则 有 4 
是 曲线 蔷 (3. 1) 的 一 支 包 络 . 
证 明 ”在 4 上 上任 取 一 点 4900) 一 《pC0),$y(0)), 则 有 
VipIOY pO) 一 日 Treo) 0) = 0. «3.10) 
因为 (Fe 天 (500 ,所 以 可 对 方程 43. 1) 在 qkC) 点 利用 隐 范 
数 定 理 确定 一 条 连续 可 微 的 曲线 To: 9 一 Ar [或 一 8 7, 它 
在 4(C) 点 的 斜率 为 
mL Toj 一 一 态 
或 曲线 六 在 4CC) 有 切 向 量 为 
TO) = (CC— Viys Fiz). 
而 4 在 gC) 点 的 切 向 量 为 
ofC) = Cp (0), ¥ OC). 
另 一 方面 ,由 C3,10) 的 第 一 式 对 0 求 微分 得 到 
PC 十 六 (OF 十 天 ec 一 0 
再 利用 (3. i0) 的 第 二 式 推 出 
pCIF's 二 (OF = 0. 
这 就 证 明了 切 向 量 z(0) 和 xC) 在 ¢(03 点 是 共 线 的 ， 亦 妇 曲线 
获 《3. 1 中 有 曲线 在 9g(0) 点 与 4 相 切 .因此 ,4 是 曲线 族 (3.1) 
的 一 支 包 络 . 定理 5 证 完 ，4 


2 
rpO) OO) OY 
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【 例 1 试 求 微 分 方程 


@ 一 名) = 甸 (3,11) 
的 奇 解 . 
和 解 首先 ,我 们 不 难 求 出 微分 方程 43. 11) 的 通 积分 
Cr yy — 9 = 0, (3. 12) 
其 中 0 为 酝 音 常 数 ( 一 o 咯 二 人 之 oo), 再 由 相 应 的 性 兰 别 式 
{z— OC— yy = 0, 一 2 一 CO 一 


确定 二 支 连 续 可 微 的 曲线 y 一 0 和 yy 一 3, 对 它们 分 别 作 如 下 形式 
的 参数 表示 式 
i: z= y=0 (oO oo); 
de: z=0, y= (— C0). 
容易 验证 4 满足 相应 移 非 赔 化 条 件 (3. 9). 因此 ,机 是 积分 曲线 族 
《3. 12) 的 一 支 包 络 ,从 而 它 是 微分 方程 (3. 11) 的 奇 解 . 
而 4 不 注 吓 磋 暗 化 性 条 件 ,所 以 还 不 能 断言 .4 是 否 为 包 络 . 
不 过 我 们 可 以 利用 简单 的 作 图 得 知 ， 不 是 曲线 族人 3, 12) 的 包 
络 . 因此 , 它 不 是 奇 解 , 最 然 它 是 微分 方程 (3. 12) 的 解 .在 作 图 
时 , 须 注意 在 (3. 11) 中 5 不 能 取 负 值 ,而 且 积 分 直线 
z— Oo—+tGy— vy 
与 直线 ”= 3 相交 于 点 C0,3) ,但 不 是 相 切 的 关系 . ) 上 
【 忌 23 求解 微分 方程 


[到 一 [ 红 ] 一 闻 全 十 天 一 0 (3. 13) 
这 微分 方程 可 写成 
yr OD) = 人 0. 
由 此 不 难得 到 通 积分 


一 却 c 一 oj 一 一 o)= (3. 14) 
它 的 判别 式 为 
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上 一 羌 (一 0 一 + 二 0) 一 0， 


{zx ON 二 中 二 0. 


(s 元 tc | ] 
由 此 得 到 
A: t= Cy = 0, (— LC om). 

易 知 ,4 是 积分 曲线 族 53. 14) 的 包 络 . 因此 , y = 0 是 奇 解 ，1 

注意 ,在 (积分 曲线 族 (3. 14) 中 5 一 x 一 与 奇 解 x 一 0 相 
交 而 不 相 切 ， 因 此 ,如果 按照 微分 几何 中 通常 对 包 络 的 定义 ,yg 一 
0 就 不 是 (3. 14) 的 包 络 ,从 而 不 能 采用 求 包 络 的 方法 得 到 这 个 盏 
解 . 而 我 们 对 包 络 的 定义 却 避 免 了 这 个 技术 上 的 麻烦 - 


1 
9 


习 题 4-3 


1. 试 求 克 莱 洛 方程 的 通 解 及 其 包 络 . 
2 试 求 一 微分 方程 ,使 它 有 奇 解 为 二 sinz. 


“ $4. 奇 解 的 存在 定理 


现在 我 们 来 证 明 在 第 二 节 中 已 叙述 过 的 定理 2, 它 是 有 关 奇 
解 的 一 个 存在 定 至 
证 明 因为 y = (zx) 是 微分 方程 (2. 1) 的 解 ,所 以 我 们 有 
Pr Br Br) = 0 (rE), 《4. 1) 
另 一 方面 ,由 于 3 一 #(x) 是 从 (2.5) 请 去 8 得 到 的 ,所 以 由 4,1) 
推出 
FitrptII PT) = 0 (ED). Cd. 2) 
现在 对 微分 方程 (2. 1) 作 变 换 
¥ = Pr) 十 ay 
这 里 * 是 新 的 未 知 函 数 , 则 由 (2. 1) 得 到 


万 (zyasg) = 0， = 作 | ， C4. 3) 
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其 中 函数 
再 (zasg] = Fz, PC) 十 2 PF Cr) + 9) 
对 (tz,u,9) 在 某 一 区 域内 是 连续 可 微 的 . 
任 给 mmE 7 则 函数 五 troya27 对 人 9) 在 (0,0) 点 的 令 域 内 是 


二 阶 连 续 可 微 的 ,而 且 满 足 条 件 
Hilzor0,0) = 0, Hiogtxo,0 ,0) = 0, [| 
和 
ifzo 0 07 天 0， Hvar 0,0) 天 (C4, 8) 


由 这 些 条 件 的 几何 意义 易 见 , 在 区 间 0 < << 铅 上 存在 一 个 连续 
函数 9 一 a(x)，, 满足 al0) 二 0, ak > 0, 其 中 四 是 充分 小 的 党 
数 ,使 得 

H{xoru atu)) 一 0. 《4.6) 
取 充 分 小 的 ww E C0,60) ,加 go 二 aliwm) 也 是 充分 小 的 . 国 此 ,由 等 
式 (4. 6) 和 条 件 (4.5) 我 们 有 

Hi{xos uns 0) 一 0， Hig(rovio 0) 0. 

然后 可 对 C4. 3) 利用 隐 函 数 定 理 得 到 


= zz， (4.7) 


其 中 应 数 Cz,w) 在 (zeyzo) 点 的 某 一 邻 域内 是 连续 的 ,而 且 对 * 有 
连续 的 偏 微 商 ,另外 f(zo;m) 一 go- 因此 ,微分 方程 (4. 7), 从 而 微 
分 方程 (4. 3) 存在 唯一 的 解 
t= wr), (rz 一 zl 所 0， | (4.8) 
满足 条 件 
utro) = Hos u' (x0) 一 fo. 
注意 ,由 (4. 8) 给 出 的 解 4 = 二 u(x) 是 微分 方程 (4. 3) 的 非 党 
解 ,只 要 如 > 0. 另 一 方面 , 4 二 0 是 微分 方程 (4. 3) 的 零 解 . 如 果 我 
们 能 证 明 4 一 9 是 微分 方程 (4. 3) 的 奇 解 ,那么 也 就 证 明了 > = 
gCz》 是 微分 方程 (2. 1) 的 奇 解 . 因此 ,我 们 只 需 证 明 , 对 充分 小 的 
mm, 解 二 一 xz) 与 4 一 0 相交 而 且 相 切 , 亦 邪 


112 第 四 章 奇 解 


uz = 0, 0 一 ‘4, 9) 
其 中 ze 在 ma 的 近 六 ,只 要 m > 0 充分 小 ， 
以 下 设 "一 “sz) 是 由 (4. 8) 给 出 的 .注意 , 当 z 在 m 的 近 汶 时 ， 
ux) mr 0 而 且 ， 二 w(x) 满足 (4, 3). 
现在 ,对 (4.3) 的 左 端 函数 进行 泰勒 展开 ,得 到 一 个 恒等式 


Fiz pl WC) 十 rytz, pl) WC 十 Frplr, C2) ,PW C2)) 二 


十 pl Per * |= 0， 


其 中 Box ) Pryp( * )》 和 rp #* ) 莉 是 x 的 连续 函数 ,而 且 当 
2 一 明 时 有 

Fy ) = Frop lx tr) (TE 0. 
因此 ,可 把 上 面 的 恒等式 写成 如 下 形式 


1 
| 全 | 十 2ACT, Hn)u 蝶 十 Bz uO = CF, Ho)u, 
了 dr 


其 中 A(zy0)， Blz,w) 和 Ctzymw) 是 连续 画 数 ,和 而且 


OR AG 0 


otr,0} pp POT) CE) 


由 此 推出 
2 
到 十 (zao)aj| = Cr + (4? 一 BB) 


= LCCzsa) 十 《4 一 BYu lu, 
亦 即 
好 入 
= Bz) Yu， Cd. 10) 
其 中 连续 次 数 
Elz) 一 Ors) + CAT— Bula) 一 Alzrug) vals) 
满足 


Er,0) = YOGI a > 0, 《4.11》 
因此 ,由 (4. 10》 可 以 得 到 
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utx) 一 Lv wo 十 - 广 f Bsm)ary. 


杖 后 , 盎 它 再 刹 用 条 件 (4. 11) 就 推出 ,在 的 左 侧 近 帝 存在 mm, 使 
得 xfzo) 二 0, 从 而 《4.9) 成立. 定理 2 的 证 明 到 此 完结 ， 上 
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在 实际 向 题 中 出 现 的 微分 方程 通常 包含 若干 个 末 知 出 数 y， 
强 ; 以 及 它们 的 一 些微 商 ; 设 它们 的 微 商 出 现 的 最 高 阶 数 
分 别 为 mi ms 天， 网 二 m1 十 fm: 十 … 十 mx 叫 作 该 微分 
方程 的 阶 , 它 可 以 看 作 是 评估 何 题 难度 的 一 个 量 . 如 果 我 们 能 把 一 
个 = 阶 的 微分 方程 问题 降低 到 ”一 1 阶 的 问题 , 那 就 使 微分 方程 求 
解 问题 前 进 了 一 步 . 本 章 将 通过 一 些 具体 的 例子 介绍 微分 方程 的 
降 阶 技巧 ,然后 讨论 一 般 高 阶 微分 方程 的 初 值 问题 解 的 存在 性 和 
唯一 性 ,以 及 解 对 初 值 和 参数 的 连续 性 与 可 微 性 . 关于 高 阶 线性 
微分 方程 的 一 般 理 论 和 求解 方法 ,我 们 将 专门 在 下 一 章 进行 介绍 ， 


§1. 几 个 例子 


有 一 类 微分 方程 不 明显 包含 自 变量 ,这 类 方程 叫 作 自 治 (或 驻 
定 ) 微分 方程 ,对 它们 可 以 考虑 降 阶 , 例如 ,对 如 下 的 * 阶 自治 微 
分 方程 
py， 开 ，…- ,名 | = 0， .1 
令 z 二 型 , 则 有 恒等式 


dy _dz dy dz 
dr? dx 2 x a 
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然后 把 它们 代入 方程 (1. 1) ,我 们 就 得 到 一 个 4 一 1 阶 的 微分 方程 


| dz lz 
Fl es s EF Ss | 一 人 ， 
其 中 z 是 未 知 苯 数 , 而 y 是 自 变 量 . 
例如 ,微分 方程 
Fak 
牙 一 f(x) 《]. 2) 


是 一 个 二 阶 的 自治 方程 . 令 。= 字 , 则 
Er dy ddr de 


本 “开本 
然后 代 人 方程 (1. 2) ,我 们 得 到 一 个 一 阶 方程 
v= 7(e)， 
它 是 变量 分 离 的 方程 .因此 ,可 以 求 出 它 的 积分 
到 = F(x) 一 误 cu 
或 
22 = 2F(x) — CO,, 《1. 3) 
其 中 C 是 一 个 任意 常数 ,而 P(z) 是 了 (z) 的 一 个 原 耳 数 . 注意, 积 
分 (1. 3) 对 于 面 定 的 局 实际 上 是 一 个 一 内 的 微分 方程 
罕 一 土 Y 2F(r) — OL 


正巧 它 也 是 变 量 分 离 的 , 因此 ,又 可 求 出 它 的 积分 


Gz, C1) = {二 Cz， £1. 4) 
其 中 Ca 是 第 二 个 任意 常数 ,而 
dx 
co | 
称 (1, 4) 为 微分 方程 (1.2) 的 通 积 分 ; 通常 由 它 可 以 得 到 通 解 
T= ut Os Co). (]. 5) 


但 在 实际 求解 时 , 求 原 函 数 G 和 由 C1. 4)* 反 解 x 都 可 能 碰 到 困难 . 


0 
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例如 , 当 F(z) 是 一 个 二 次 多 项 式 时 , 6 就 是 一 个 椭圆 函 孝 ，. 

而 对 某 些 实际 问题 ,并 不 需要 完全 求 出 通 解 (1. 5). 如 果 我 们 
只 对 运动 的 位 称 > 和 速度 "之 间 的 关系 , 即 运动 的 相 (x,z) 感 兴 
趣 , 那 么 41.3) 式 就 已 经 给 出 了 这 种 关系 . 事实 上 上 ,对 于 适当 阐 定 
的 常数 C， 关 系 式 (1 3) 在 平面 (x ,v) 上 确定 一 条 (或 几 条 ) 名 为 轨 
线 的 曲线 T,. 我们 把 平 画 (z,v) 称 为 相 平 面 ,把 相 平面 上 的 轴线 分 
布 图 称 为 相 图 怠 . 

例如 , 当 ffz) 一 一 时 ,我 们 有 

十 六 = 二 一 人 0)， 
这 时 任意 常数 0 必须 是 负 的 . 令 C = 一 C7, 则 轨 线 Ti- 是 一 个 以 原 
点 口 为 中 心 和 以 C > 0 为 半径 的 史 周 . 因此 ,微分 方程 
十 二 0 (C1. 6) 


的 相 图 如 图 5-1. 注意 ,微分 方程 (1, 6) 等 价 于 


dr ds 
一? 
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同样 ,可 以 作出 微分 方程 


的 相 图 如 图 5-2, 其 中 轨 线 的 箭头 方向 是 根据 关系 
宪 =- 
曾 出 的 , 它 表示 运动 在 雪线 上 的 方向 , 在 图 5-1 中 每 条 轨 线 都 是 圭 
闭 的 ,这 表明 相应 的 运动 具有 周而复始 的 周期 性 ,而 相 图 5-2 所 表 
示 的 运动 就 没有 这 种 性 质 . 注意 ,在 上 述 两 个 相 图 中 原点 0 都 分 别 
表示 各 自 的 静止 状态 , 它 对 应 于 各 自 方程 的 夫 解 . 
当 f(x) 不 是 = 的 线性 表 数 时 ,要 作出 方程 (1. 2) 的 相 图 就 不 
象 上 面 那样 简单 了 . 以 下 我 们 介绍 一 个 对 一 般 方程 (1. 3) 的 几何 
作 图 法 ， 


2 
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首先 ,在 辅助 平面 (rz,w) 上 和 帮 出 函数 
#4 = 2F(x) 
的 图 形 4; 其 次 ,对 于 任意 固定 的 常数 C, 再 考虑 图 形 4 在 水 平 线 * 
= 之 上 的 那 部 分 47 C1), 即 
2F(7) 一 后 0 

然后 ,根据 (4. 3) 或 "= 士 V2F(x) 一 包 把 辅助 平面 (x;u) 上 的 
图 形 4+ (cu 变换 成 相 平面 (ze 上 的 图 形 , 即 得 相应 的 运动 轨 线 
Fe 可 能 不 正 -- 条 ). 图 5-3 简明 地 表示 了 这 种 作 图 法 . 

注意 ,在 图 5-3 中 与 4+ (C1) 相应 的 要 线 人 有 两 个 分 支 ,其 中 
之 一 是 一 封闭 曲线 , 特别 ,当局 增加 至 te 时 ,相应 的 封闭 出 线 情 ， 
就 收缩 到 车 止 点 5o. 请 读者 再 考虑 0 > Co 的 情况 ,或 Cn 碱 少时 
轨 线 Te 变化 的 情况 . 

【 例 1〗 单 摆 方 程 : 

设 有 一 长 度 为 1 不 能 伸 长 的 细 线 , 它 的 上 端 固 定 在 空间 中 的 
PP 点 ,而 在 下 端 县 挂 一 个 质量 为 m 的 小 球 , 并 让 它 在 一 垂直 平面 内 
魏 由 拉动 ,这 里 所 说 自由 的 含意 是 : 单 摆 除 重力 外 不 受 其 它 外 力 
的 作用 ，. 

令 所 线 与 重 线 的 有 向 夹 角 为 
x 而 xz 二 0 对 应 于 单 欣 下 垂 的 位 所 
署 . 显然 , 摆 锤 将 在 以 Po 为 中 心 
而 以 为 半径 的 圆周 上 来 回 氢 
动 . 这 时 宅 和 9 分 曾 表示 单 押 
振动 的 角速度 和 角 可 速度 ,而 氛 
锤 沿 圆周 的 切 向 加 速度 为 1 过. | 


利用 牛顿 的 第 一 运动 定律 ,容易 
推出 单 摆 的 运动 方程 为 


妈 | i | = — my sinz, 
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dF + assinz 一 0, C1. 7 
其 中 常数 = 一 wg/t> 0. 
单 摆 方 程 C1.7》 属于 方程 (1.2) 的 类 型 .因此 ,可 以 用 上 述 方 


法 求解 . 其 实 还 可 以 采用 更 直接 的 手法 : 以 空乘 方程 (1.7), 即 得 


dz 上 加 
十 esinz 二 二 心 。 
对 它 可 以 直接 积分 ,得 到 
如 了 | 人 
EE 


我 们 把 这 种 由 高 阶 微分 方程 积分 一 次 (因而 包含 一 个 任意 常数 》 
的 等 式 称 为 首次 积分 (严格 的 定义 见 第 十 章 )， 上 式 可 改写 为 


5 一 十 waauieosz 一 Ci ， C1.8) 
由 比分 高 变量 ,就 可 得 到 通 积分 


a 
j= i + Ce 
因为 这 里 出 现 了 椭圆 积分 ,我 们 再 往 下 推演 时 就 磁 到 困难 . 
为 了 克服 这 个 困难 ,我 们 利用 sinz 的 泰 鞭 级 数 - 
1 


sinx 一 X 一 ET 十 …， 
并 且 取 它 的 线性 近似 〈 即 一 次 近似 )， 
sinx = +， 
这 样 原来 的 单 摆 方 程 (1.7) 经 “线性 化 ”后 就 变 成 
Tr gr 0. (1. 9) 


dt 
对 于 这 个 简单 的 “线性 化 " 方程 ,容易 得 到 它 的 首次 积分 


daz!’ 
并 旺 


二 = C0 (0 2 0)), 
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因此 ,我 们 有 


和 一 土 A dr , 
再 利用 分 离 变量 法 ,可 以 得 到 通 积分 


#7 
中 | = :+ 0 


Tarcsin 
由 此 求 得 通 解 
x = Asintat 十 的 ， 《1 10) 
其 中 
由 二 和 之 0， 了 一 G 人 如 
是 二 个 任意 常数 .由 通 解 (1. 10) 可 见 , 当 4 = 9 时 我 们 得 到 单 押 
的 短 止 状态 , z 二 0 和 + 一 守 = 0; 当 4>> 0 时 单 援 将 以 4 为 振幅 
和 以 = 为 频率 作 简 谐振 动 . 注意 , 单 搜 振 动 一 次 所 需 的 时 间 为 
2x/a， 它 与 振幅 的 大 小 无 关 . 这 就 是 所 谓 单 撰 振动 的 等 时 性 , 它 是 
古代 摆 钟 的 理论 依据 , 实验 结果 表明 ,上 面 的 结论 对 单 所 的 小 振动 
《0 过 4 之 8) 是 相当 精确 的 - 
但 是 , 通 解 (1. 10) 不 能 解释 单 摆 在 大 振动 时 出 现 的 某 些 现 
象 , 例如 , 单 撰 的 进 动 [ 即 吧 >>0 (或 过 0), 而 当 : 一 oo 时 :一 oo 
《或 一 oo)] 和 单 舞 振 动 实际 上 的 不 等 时 性 . 因此 ,需要 回 到 原来 
的 单 摆 方 程 C1.7) ， 


力学 常识 告诉 我 们 , 单 所 振动 依赖 于 它 的 初始 状态 , 亦 即 初 什 
条 件 


zn) = Xo z(to} — wo, (I. 11)> 
其 中 常数 zo。 和 vo 分 别 表示 单 押 在 初始 时 效 时 的 角 位 移 和 和 角 束 
度 , 设 单 摇 的 振幅 为 4 《0 < 之 4 < 四， 册 它 在 革 一 时 刻 志 的 运动 状 
态 应 该 是 

xz 一 由 和 人 一 小 和 (1. 12) 


ni 一 一 . -一 一 -一 -一 一 - -一 
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然后 再 利用 (1. 8) ,就 推出 
一 士 va VCO CosA 
设 单 押 振动 一 次 的 周期 为 了 := TC4)， 则 有 


了 7 一 下 证 省 
4 0 Ya veos 二 cos 
或 
了 一 2 24 ,一 一 全 -一 《1. 13) 
0 Cosdu — cosA 


由 这 个 公式 可 以 用 微 积分 的 方法 证 明 : 
lm T(4) 一 地 和 lim T(4A) = co. 
这 就 表明 单 摆 振 动 的 周期 ?与 振幅 4 有 关 * 亦 即 单 轰 振 动 其 实 没 
有 等 时 性 
另 一 方面 ,利用 1. 8) 式 不 难 画 出 单 押运 动 的 相 图 5-5. 


由 相 图 5-5 可 以 清楚 看 到 , 书 表示 以 4 为 振幅 的 振动 轨 线 , 它 
的 周期 为 了 6433 而 去 和 了 表示 单 押 进 动 的 轨 线 . 请 注意 ,这 相 图 
关于 z 以 2 为 周期 . 40,0) 点 和 (rs0) 点 是 单 摆 的 二 个 静止 点 ;前 
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者 是 稳定 的 , 即 附近 的 轨 线 不 能 远离 它 ,而 后 者 是 不 稳定 的 . 
〖 例 2] ” 悬 链 线 方程 : 
设 有 一 理想 的 柔软 而 不 能 伸缩 的 细 线 ,把 它 悬 排 在 二 个 定点 
P 和 P: 之 间 . 又 设 这 细 线 只 受 重 力作 用 .而 没有 别 的 载荷 . 试 求 悬 
链 线 的 形状 ? 二 y(x)， 


参看 图 5-6, 设 定点 P 和 已 在 (z,y) 平面 内 ,x 轴 表 示 水 平方 
向 ;而 y 轴 垂直 向 上 . . 

今 s 表 示 单 位 长 细 线 的 重量 . 任 取 晤 链 线 y 二 y(z) 上 的 一 小 眉 
了 0, 设 P 和 吕 的 坐标 分 别 为 (z， y(z)) 和 (十 Az yCz 十 Az)) ,的 的 
长 度 为 4s, 其 中 s 表示 弧 段 疡 P 的 长 度 . 则 小 眉 的 所 受 的 重力 为 
. W= y+: ds 《垂直 疝 下 ) 
(参看 图 5-6 右上 和 角 的 附 图 ), 在 Po 上 的 作用 力 除 重力 让 外 还 有 张 
力 记 和 下 ;它们 分 别 在 P 点 和 日 点 的 切线 方 和 有 . 邻 所 和 Fi 的 水 平 
分 量 分 别 为 Hi 一 H(z) 和 := 身 (z 十 2), 而 政 直 分 量 分 别 为 
r= 二 Fx) 和 Vi 二 Fz 十 必 )， 则 由 平衡 条 件 可 知 
oO— Hi=0, FW= 0. 
由 此 推出 
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Hr) 二 常数 Ho， 
和 
Fr 十 位) 一 (一 ds, 
再 利用 中 值 公式 ,我 们 得 到 
FE 十 日 dr 一 
令 sz 一 0， 就 有 
Vz) 一 至， (Cl. 4) 
注意 , 弧 长 公式 
= /TT 
和 和 张力 的 方向 , 即 
Vr) = HO 一 Ho ¥ (x), 
我 们 由 (1. 14) 推出 
Ho yr) = y 1+ Cf (rE. 
由 此 得 到 晤 链 线 y = y(7) 满足 的 微分 方程 
”=a lt (yy), C1. 15) 
其 中 4 = py/Ho 是 常数 、 
另外 . 悬 链 线 y = ylz) 自然 满足 条 件 
zf = Fr) 一 3。 《1. 16) 
注意 ,这 条 件 不 同 于 初 值 条 件 (kz 一 yo 《re) 一 W073 它 叫 作 
边 值 素 件 ， 因 此 , 求解 悬 链 线 的 形状 zy = yz) 就 归结 到 求 边 值 问 
题 (1. 15) 十 51.16) 的 解 . 
微分 方程 (1. 15) 是 一 个 二 阶 的 自治 系统 ,因此 可 核 常规 降 
阶 . 不 过 对 它 还 有 更 简捷 的 降 阶 法 . 令 > 三 六 则 (1. 15) 降 为 一 阶 
-方程 
2 1 让， 
而 且 它 是 变量 分 离 的 . 容易 求 出 它 的 通 解 
: z= shalzx 十 Cl)， 
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其 中 0 是 一 个 任意 常数 . 由 此 可 再 积分 ,得 到 上 1. 15) 的 通 解 
y — Tohalz + C1) 十 Ce, (1.17) 
其 中 0 是 第 二 个 任意 常数 ， 


利用 通 解 (1. 17》 和 边 值 条 件 (1. 16) ,我 们 得 到 


Tehala, 十 CD 二 C= 总 ， 


ehalzs 二 09 0 = yo. 


出 此 可 唯一 确定 任意 常数 0 和 C2， 从 而 由 (1. 17) 给 出 所 求 的 解 ， 
它 是 一 个 双 曲 余 藤 函数 ， 
看 来 好 象 问题 已 经 解决 . 其 实 不 完全 如 此 . 因为 常数 4 依 束 于 
未 知 的 水 平 力 H,, 所 以 需要 先 确 定 ,然后 才能 完全 确定 C, 和 5:. 
设 悬 链 线 的 长 度 为 工 ,自然 要 求 
L> vr mn) + Cys — yy)’, C1. 18) 
利用 曲线 的 缴 长 积分 公式 ,我 们 有 


5 = 上 VITO dz= i | yr 
oi 1 


一 二 [shadz: + C0) — shatzr + 0.)] 


2 dtr 一 Yi oT 十 2 十 20 
可 2 2 . 


另外 ,由 《1.17) 得 到 
及 一 #1 一 二 fehaCz， 十 Ci) 一 cha(zi 十 C1)] 


.2sh 如 (Ye 二 zh atzi 十 殉 十 2C， ， 


外 


由 此 推出 


VI (ys — yy = sh < 2 《1. 19) 
注意 ,由 《1.18) 可 知 C1,19) 的 左 端 是 一 个 正 的 常数 Ko, 再 令 常数 


i et 
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下 | 一 各 一 2 0, 则 Kr > Kl. 因此 ,由 所 19) 得 到 
Pe 一 sh| S| ; 

由 此 青 利 用 简单 的 作 图 法 ,就 可 唯一 地 确定 正 数 a ] 

【f 例 31] 二 体 问 题 ， 

地 球 绕 太 阳 的 运动 历来 是 受 人 重视 的 问题 之 一 - 为 了 简单 起 
罗 ,我 们 将 不 考虑 其它 天 体 : 微 小 ;的 影响 , 设 太 阳 5 位 于 惯性 坐标 
系 (r,y,2) 的 原点 口 , 而 地 球 百 的 坐标 向 量 为 

re) = CFO), yt), zt)), 

则 豆 的 运动 速度 和 加 速度 分 别 为 

FEE) = C00, yO OY FD = (0) gy), zt)). 
令 太 阳 和 地 球 的 质量 分 别 为 ms 和 ms 则 地 球 的 惯性 力 为 

mart) = mts) yt), zt)). 

田 外 ,由 牛顿 的 万 有 引力 定律 得 知 , 地 球 受 太阳 的 吸引 力 为 


mm rly 


EC 
其 中 6 是 万 有 引力 常数 ,而 jrGD 上 | 表示 ro 的 欧 氏 模 , 即 
|r(D 1 = YR TD Fo0). 
再 利用 后 屯 第 二 运动 定律 ,我 们 得 到 地 球 的 运动 微分 方程 
mart(t) = FO 


fC 一 一 站 


亦 即 
Gmsz 
CVE TE 
sy 
CVE 二 TT) 
GHts2 
(VET 
它 是 一 个 自治 的 微分 方程 组 ,其 中 未 知 函 数 为 4 二 z(t), yy 二 y(t) 
和 z 二 s( 直 注意 ,这 是 一 个 6 阶 的 微分 方程 组 ， 


©1, 20) 


i ee A 3a rose orr 
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由 力学 的 知识 可 知 , 地球 的 运动 (x (四 ，y (2) z( 引 ) 还 决定 于 
zh) = Tus ta) 一 如 ， 57 一 zos C1, 213 
区 一 
羽 此 ,为 了 解决 地 球 的 运动 问题 ,我 们 需要 求解 初 值 问题 1. 20) 
二 (1,214). 由 (3.20) 可 以 得 到 
址 一 煞 一 0， 
亦 即 
dt . . 
LY — yz| = 0. 


由 此 得 到 - -个 首次 积分 


zy — y2 = Os (1, 22) 
其 中 是 一 个 任意 常数 . 类 似 地 ,还 可 以 求 出 另外 二 个 首次 积分 

2 一 光一 《1. 23) 
和 . 

ys — XY = C3, (1. 24) 


这 里 C: 和 C3 都 是 任意 常数 ,以 下 设 Ca > 0. 
由 (1. 22),(1.23) 和 (1. 24) 推出 
Ciz 十 C3 + C= 0, 
这 证 明了 地 球 运 动 的 轨道 永远 在 一 个 平面 上 :或 者 说 ,二 体 问 题 是 
一 个 平面 问题 . 因此 ,我 们 不 妨 设 地 球 的 轨道 永远 在 平面 > 一 0 
上 ,这 样 一 来 ,方程 (1. 20) 就 降 为 一 个 4 阶 方程 
人 十 ICY 妇 十 近 )-3 一 0， 
了 十 nyt vr y= 0, 
昧 中 常数 “ = Gms， 由 此 可 得 
(这 十 约 ) 十 az 十 gC YE 十 于 )" 二 人 0， 


‘1. 25) 


亦 即 


| = 0. 


We “2 站 al 
吓人 十 了 
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由 此 又 得 到 一 个 首次 积分 
2 


让 十 六 一 一 一 如 《1. 26) 
十 六 
利用 极 坐 标 x 一 rcosg, y 二 rsing， 则 (1. 26) 变 成 
| dr |)? da ? 2 
[| 十 | 证 | 一 了 一 (1. 27) 
而 首次 积分 (1. 24) 变 成 
= 一 cs (1. 28) 
然后 ,由 01.27) 和 1. 28) 可 知 
or 二 
(入 =C+ (多 | 下 Cs ' 


它 昔 含 积 分 常数 0 必须 满足 
上 和 12 
Cs 十 [总 | >> 0. 
因此 ,我 们 有 


dr ,ja /cs | 
和 re I 云 | (Ss Cl 


再 利 用 (1. 88) 推出 


1 
dr rj i Cs 4 
+o Ne +t | 记 | ， 
亦 即 
,es 
直到 | 
一 一 一 = 二 df, 
Ye+t | 训 一 全 - 和 
由 此 ,我 们 得 到 
CG 
AICCOS C3 = Ho Cs, 
. | 
0'+ | 名 | 


四 EE Ed EP 
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从 上 式 解 出 7? 作为 6 的 函数 ,得 到 
7 
7 二 ecosdt— 0): ‘1 29) 
其 中 常数 
se c+{E) >0, 一 全 > 0， 页 = Cs. 


由 平面 解析 几何 的 知识 得 知 方 程 (1. 29) 表示 一 条 二 次 曲线 . 
当 正 数 e 过 1 时, 它 是 椭 因 ; 当 。 = 1 时 , 它 是 抛物 线 ; 当 e > 1 时 ， 
它 是 双 曲 线 . 我 们 知道 ,地 球 绕 太 阳 的 情形 应 该 属于 椭 回 轨道 , 亦 
即 0<e<s<1 1 上 

在 历史 上 ,牛顿 就 是 利用 上 述 数 学 推导 第 一 次 在 理论 于 肯定 
了 地 球 绕 太 阳 运 动 的 轨道 是 一 个 椭圆， 从 而 浴 清 了 当时 流行 的 蘑 
些 绪 说 , 例如 ,那里 有 许多 人 (包括 和 牛顿) 曾 相 信 , 由 于 太阳 的 蕊 大 
引力 ,地 球 将 盘旋 于 太阳 ,而 最 终 跌落 到 太阳 上 . 

另外 ,利用 上 面 类 似 的 数学 推演 ,牛顿 还 证 明了 由 Kepler 总 结 
的 经 过 长 期 天 文 观察 得 到 的 沽 个 著名 的 行星 运动 定律 . 由 于 篇 帆 
所 限 ,此 处 从 略 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 的 理论 力学 著作 . 


习 本 5-1 


1. 利用 线性 单 摆 方 程 测量 你 所 在 地 的 重力 常数 g. 
?2, 在 非 线 性 单 摆 方 程 中 取 siny 的 三 次 近似; 即 


; | 3 
Sinz Oo 一 3 


B 
则 有 单 摆 的 三 次 过 局 方程 . 
二 atz 一 Te) = 0. 

由 此 证 明 单 摆 振 动 是 不 等 时 的 ,而 且 作 相 阿 说 明 单 手打 以 产生 进 动 . 

3 在 苹 链 线 问 题 中 当 一 ry 一 了 1 证 Ca 一 #1 时 如 何 隶 理 ? 

4. 微分 方程 (4. 20) 表示 二 体 问 题 的 运动 方程 . 在 上 闸 求 解 过 程 中 , 试 玫 
当选 择 积 分 常数 , 凸 运动 (ryt 相 04D9 的 轨道 在 某 直 线 上 于 昌 畔 向 
起 汪 发 于 人 碰撞); 上 碟 者 辣 轨 道 厦 -- 啊 周 ， 


§ 2. 维 线性 空 着 中 的 被 分 方程 129 


8 2. 多维 线性 空间 中 的 微分 方程 


设 # 阶 微分 方程 式 


dy dy | 
dren FI, "Fr? "dzn—l) 


这 里 z 是 自 变量 ,y 是 一 个 未 知 疯 数 
仿 而 二 如 和 二 型 …， 加 二 于, 则 微分 方程 (2. 1 等 价 于 
下 列 阶 标准 微分 方程 组 


C2.1) 


dy 四 
— 2 
1 dys—i (2,2) 
dr Ei 
+: 
下 = FAR a hn) 


这 里 等 价 的 含义 是: 车 欧 数 y = 95z) 是 方程 (2, 1) 的 解 , 则 
由 它 导出 的 艳 数 组 记 一 pt 名 二 (和 二 p00r) 是 
方程 组 (2.2) 的 解 ; 反之 , 若 函 数组 六 一 Pilz) ,yr 二 pe (5) 
二 okz) 是 方程 组 52. 2) 的 解 , 则 其 中 的 第 一 个 画 数 # = pi(r) 是 
方程 (2. 1) 的 解 ， 


又 次 微分 方程 组 
dn pi 悍 dm dw 
dr | ， 
dp | du dt dzw 
re 个 Tl gr {2,3) 
dlw du di du 
' 震 一 可 六 "人 ed a 


其 中 玉 知 函数 4, +, 忆 的 最 高 微 商 的 阶 数 分 别 为 2，1，3、 因 此 ， 
微分 方程 组 (2.3) 的 阶 数 x 二 6. 
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从- 
* 
_ Hy 
yy yr 
#4 一 by, 
二 册 _ dw 
#4 Ww 证 一 起 


dw 


”= 2 


则 方程 组 (2. 3) 等 阶 于 下 夯 的 6 阶 标准 微分 方程 组 


dx = Yer 
Ye 一 Fir se)s 
人 一 Gr Wise) sy 
1 之、 
2 一 关 ， 
dys 一 
A 一 ys: 
人 一 Hire): 
微分 方程 组 (2. 2》 和 (2. 4) 的 特点 蚌 末 知 函 教 的 个 数 等 于 微 
分 方程 本 身 的 阶 数 . 这 类 微分 方程 可 以 写成 如 下 的 标准 形式 
| 人 一 Fi ssa se) | 
4 dr fla sl sr EE 7) (9. 5) 
{yn 
如 一 Ja 
其 中 Fi: fi, tr Fn 是 变 元 (xu ay Yn) 在 某 个 区 域内 芍 连 


以 下 我 们 采用 向 量 前 记号 ,把 微分 方程 组 (2. 5) 写成 更 简洁 
的 形式 , 为 此 , 令 4 维 向 量 
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y= Cg re). 
义 令 
Pir) = fr ya) i122, 
和 
FF) = CH ys Fat) fntt yy) 
则 微分 方程 组 (2. 5) 的 向 量 形 式 为 


dy 
Tr 一 了 (zy)， {2.6) 


其 中 f(x,y) 是 关于 变 元 (x,y) E DD 的 一 个 * 维 向 量 值 函数 ;也 就 是 - 
说 ,C2.6) 是 4 维 线性 空间 YW 中 的 一 个 微分 方程 . 这 里 假定 "是 实 
数 域 上 的 线性 空间 . 

为 了 确定 微分 方程 (2, 6) 的 解 ,还 需 附 加 初 值 条 件 

YYfzo) = yo, 《2.7) 

其 中 的 初 值 点 (zesyo) E D. 这 样 一 来 , 我 们 就 须要 研究 初 值 问题 
(2.6) 十 【2 7). 

当 # 二 1 时 ,在 第 三 章 中 已 经 证 明了 这 种 初 值 问 题解 的 存在 
性 定理 以 及 唯一 性 定理 { 见 毕 卡 定理 和 皮 亚 诺 定 理 ). 

当 ? >>1 时 ,只 需要 在 线性 空间 六 中 对 向 量 引进 适当 的 模 , 就 
可 以 用 闻 样 的 方法 对 上 述 初 值 问题 证 明 丰 应 的 毕 卡 定理 和 皮 亚 谱 

在 话 中 任 取 了 一 (ge , 念 |y| 表示 y 的 模 ( 范 数 ), 它 
可 以 按 下 列 不 同 的 方式 来 定义 ， 

(1) |y| = vy ye 十 十 ya 

2 17| 一 | 的 | [yl + … 二 |pn|s 

3) [yi = max fly ls Lgl [yn|}., 

上 面 的 第 一 种 定义 称 为 欧 氏 模 . 在 后 两 种 定义 中 ,等 式 有 边 的 
| -| 只 表示 数量 的 绝对 值 ,这 种 符 写 上 的 混杂 是 当 见 的 ,但 需 往 
意 , 不 要 引起 概念 上 的 巡 误 . 以 下 我 们 可 以 按 上 述 王 种 定义 中 的 
任何 一 种 来 理解 x* 维 向 量 的 模 |， 旧 ,其实 它们 都 是 等 价 的 .这 里 等 
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价 的 含意 是 , 按 其 中 任何 一 种 定义 得 出 的 有 关 冰 数 的 连续 性 .可 短 
广 等 性 质 剖 是 相同 的 . 通常 定义 (3) 在 应 用 上 比较 方便 . 模 的 基本 
性 质 有 下 面 两 条 ， . 

1°?， 对 任何 y EEW,|y| 六 01 而 且 jy| 一 0 当 且 仅 当 y = 0 

2°. 对 任何 y ,2 Ey 十 zi 才 ]y) 十 上 z1. 

在 线性 空间 ;中 一 旦 引 渤 模 ( 范 数 ) 以 后 ,r" 就 电 # 维 线性 有 
模 ( 赋 范 ) 空间 . 而 在 a 维 线性 有 模 空 间 中 用 同样 的 方法 可 以 建立 
大 家 熟知 的 向 积 分 学 和 无 穷 级 数 一 致 收 伊 的 概念 ,并 证 明 类 似 的 
Ascali 引 理 . 自然 ,对 通 数 fCz,y), 可 以 定义 在 区 域 

RAR: zx Sa, ly— ls 
上 的 连续 性 以 及 相应 的 李 氏 条 件 
fr yy) — fxr) | Lly—2z|, 

其 中 工 之 0 是 李 氏 常数 . 

这 样 一 来 ,在 产 中 我 们 已 经 建立 了 在 第 三 章 中 证 明 毕 卡 定理 
和 皮 亚 诺 定 理 时 用 到 过 的 所 有 有 关 的 概念 , 而 且 它 们 在 形式 .上 也 
是 完全 一 样 的 . 所 以 我 们 可 以 照搬 那里 的 方法 来 证 明 这 里 4 维 空 
间 1" 中 有 美 初 值 问 题 ; 


生 一 HE) ys) = yo 


解 的 毕 卡 定理 和 皮 亚 诺 定 理 . 具体 的 细节 和 留 作 习题 
最 后 指出 一 点 ,如 果 在 方程 (2, 5) 中 消 数 fi, 癌 ，… ,人 都 是 
对 于 有 的 线性 函数 , 即 


CT Hs Yer rs Yn) = D>) qi + ene) 


i 二 1 


全 12，…a)， 则 微分 方程 (2. 5)[ 或 (2. 5)] 叫 作 线性 徽 分 码 程 
组 ; 否则 , 叫 作 非 线性 微分 方程 组 . 
线性 微分 方程 组 


a = 
2 一 之 i 人 (2.8) 


2 
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{FE 一 ] 2 的 向 量 形式 可 以 写成 


2 
元 一 ACXY 二 Bltr), {2. 9) 


鞭 中 行 向 盘 ¥ = ur Bas ee Ve) 种 dz) = Celtx), Bf 
ee》 和 而 矩阵 


dtz) 一 | aulz)) 


站 让 
如 果 不 是 采用 行 向 量 的 写法 ,而 是 采用 列 向 量 的 写法 , 即 
对 etT) 
yy 一 让 . ez = 和 
3 en CA) 
则 线性 微分 方程 组 (2.8) 的 向 量 形式 为 
= AC)y 十 aC2). 《2.10) 


注意 , (2. 10) 在 形式 上 与 (2. 9) 是 有 区 别 的 , 在 一 般 的 文献 上 多 杂 
用 列 商量 (2. 10) 的 形式 ， 
顺便 说 一 下 , 设 4(z) 和 etz) 在 区 间 a<<z<5 上 是 连续 的 , 则 
利用 第 三 章 的 方法 容易 证 明 线性 微分 方程 (2. 10) 满足 任何 初 值 
条 件 
yr) 一 yo (qb yoE mm) 
的 解 y = ytr) 在 区 间 a < 之 z < 之 8 上 存在 而 且 浴 一 ， 


习 题 5-2 


1. 把 单 摆 方程 (1.7) ,县 链 线 方程 (1. 15) 和 二 体 运 动 方程 1. 20) 分 别 写 
成 标准 微分 方程 组 . 

2. 对 # 维 庙 世 形式 和 的 微分 方程 , 般 述 相应 的 毕 卡 存在 和 叭 一 性 定理 以 及 
应 亚 诺 存在 定理 ,并 写 出 证 瑚 的 本 要 步 台 . 
3. 对 = 阶 线性 微分 方程 组 的 初 值 问题 , 试 斤 述 并 证 明 解 的 存在 和 唯一 媳 


宝 理 . 
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8 3. 解 对 初 值 和 参数 的 连续 依赖 性 


大 家 知道 ,微分 方程 的 解 不 仅 决 定 于 微分 方程 本 身 , 而 且 也 决 
定 于 解 的 初 值 . 通常 ,微分 方程 包含 某 些 参数 . 因此 ,我 们 将 考虑 微 


分 方程 的 解 对 初 值 和 参数 的 依赖 性 . 
例如 ,线性 单 所 方程 
2 十 gz 二 浙 
满足 初 值 条 件 
rtto) = zo zit0) = to 
的 解 为 


r= zo cosalt — #0) 十 也 sin att — to). 


显然 , 它 对 初 值 w， zo， ww 和 参数 4 是 连续 的 ,而 且 也 是 连续 可 微 的 . 
注意 ,参数 a 一 X971 随 重力 加 速度 g 和音 的 长 民 1 页 定 . 由 于 初 什 
zu, m 和 第 数 9,1 都 是 由 测量 得 到 的 ,而 任何 员 玫 都 礁 爸 存在 识 
差 . 所 以 解 对 胎 , vw 和 a 详 

差 足 竞 小 ,对 应 的 解 就 不 会 有 大 的 必 莽 ， 。 ， ， 

。 上面 这 个 简单 的 结论 对 非 线性 单据 方 各 也 应 该 成 立 ,但 它 的 
数学 证 明 并 不 如 此 容易 了 . 以 下 将 一- 般 地 讨论 。 答 玖 分 方程 


此 = fz.y sh) 1 C3.1) 


满足 初 值 条 件 
yn) = yo (3.2) 
的 解 了 一 p@ 人 zf zo yo 43) 对 初 秆 Cxo， yo 和 参数 2 一 (jp 
心 ) 的 依赖 性 . 本 节 先 考虑 连续 依赖 性 . 
作 蛮 换 
t= Uy yor 


则 被 分 方程 (3. 1) 变 成 


F# 
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[4 


有 十 yo A . C3,3} 
而 相应 的 初 值 条 件 (3, 2) 变 成 二 
uc0) = 0. MelTe 《3.4) 


注意 ,原来 的 初 值 x,。，yo 在 微分 方程 (3. 3) 中 和 一样 都 以 参数 的 

形式 出 现 , 而 (3. 4) 是 一 个 固定 的 初 值 条 件 . 因 此 ,不 失 一 般 性 ,我 

科 只 讨论 初 值 问题 
CE); 人 Cy y(0)=0 


的 解 了 一 9(z，2) 对 参量 > 的 依 束 性 . 以 下 设 2 是 mn 维 的 参数 向 量 . 
我 们 进行 讨论 的 思路 是 : 先 证 明 初 值 问 题 (B84) 的 毕 卡 序列 
{ptf， 4)} 对 参数 的 连续 性 (可 短 性 ), 再 利用 一 致 收 叙 性 证 明 
ezCzy2) 的 极限 请 数 , 即 (Ba) 的 解 一 e(z，2) 对 参数 2 的 连续 性 
〈 可 微 性 ). 
定理 1 设 * 维 向 量 值 函数 fz，y, 4) 在 区 域 
G: izsl oe, ly |%— nilee 
上 是 连续 的 ,而 且 对 y 满足 李 民 条 件 - 
[fr yi A) — Fir, yer 2)| ELI ya|; 
其 中 常数 也 汶 0. 令 正 数 履 为 |1(z,y, 和 | 在 区 域 6 的 一 个 上 界 ， 
而 且 令 


| 
k= mi |. 
min | 到 | 
则 初 值 问题 (B84) 的 解 ¥ 二 wz; 2 在 区 域 
站 I¥| 和 ph, | 一 %|e 


上 是 连续 的 ， 

证 明 ”由 于 这 证 明 与 第 三 章 中 毕 卡 定理 的 证 明 非 常 关 似 ,我 
们 只 列 出 下 面 的 要 点 : 

(1) 初 值 问题 (Bi) 等 价 于 积分 方程 


y 一 | f(z y, A)dr. C3.5) 
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(2) 由 此 可 以 砷 毕 卡 序列 


Pr 1 LT, PD] 一 | fer, Pi Ct A) A)dr, (kk 一 下， 2 


其 中 glx, 2) 二 0 各 rs ED. 
(3) 用 归纳 法 证 表 pilz,， 2) 对 (x ,4%) € DD 是 连续 的 - 
(4) 用 果 纳 法 证 明 


下 二 1 
pri Cr 2) 一 和 人 | < M tL |z)) 


EHR!’ 
它 草 会 毕 卡 序列 petz;.4) 对 (zx, 2 ED 是 一 致 收 合 的 ， 
《5) 今 ~ 
lr, 2) = lim galz, A, (zs A ED, 


则 yy 二 glx, 2) 是 (52) 的 唯一 解 , 它 对 (x,， 2) € 加 是 连续 的 . 
定理 1 由 此 得 证 .1 
推论 “” 设 ” 维 向 最 值 函 数 frz，y) 在 区 域 


£: lz zl Sa 人 一 了 | 天 

上 连续 ,而 日 对 > 满足 李 氏 条 件 ， 则 微分 方程 

dy 

~ fr, yy 3..7) 
满足 初 值 条 件 

KE -#4 C3,8) 
的 解 y 二 pcr, 1 在 区 域 _ 

pz 一 | 之 妇 ，|9 一 pl 世子 
上 是 连续 的 ,其 中 
此 一 min | 也 | 3 


而 正 数 由 为 |x 站 | 在 区 域 上 的 一 个 上 界 . 1 
利用 这 个 推论 ,可 以 对 微分 方程 (3,7)》 在 Cw， yp) 点 邻 域内 的 
积分 吊 线 族 作 局 部 “ 拉 直 ” 为 此 , 考 碟 下 面 的 变换 


下 
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了 = 一 名 (Try 1); (DPD A). 
这 是 一 个 从 区 域 吕 到 区 域 的 连续 变换 , 根 栓 解 的 唯一 性 , 即 
Pr 和) 天 人 tr， 了) 只 要 和 天 市 ， 
可 知 了 是 -一 对 一 的 变换 因此 ,7 是 一 个 拓扑 变换 . 对 于 任意 固定 
的 (15 一 | 挟 二 )， 变 换 了 把 区 域 刁 内 的 直线 


下 _ 
Li: Iz 一 xl 二: 二 


4 全 
变换 成 微分 方程 (3.7) 经 过 tro; i 点 的 -一 条 积分 曲线 
Ti | yo, 
{ 佐 看 图 5-7). 


二 5-7? 积分 曲线 族 认 党 点 附近 的 岗 训 拉 并 ts = 1 的 情形 ) 


亦 肥 碎 扑 变换 7 把 区 域内 的 平行 直线 旋 711 一 和 | 雪村 ) 
空 成 识 分 方程 3.7) 在 (rs, yo) 邻 域内 的 积分 曲线 族 天 (一 yl 
过 妇 )- 换 旬 话 说 ,了 的 逆 变 换 7”! 把 微分 方程 (3.7) 在 (xu, yo) 各 
域内 的 积分 要 线 族 17( 19 一 yo| 所 于 ) 拉 直 了 .因此 ,在 这 个 意义 


下 微分 方程 (3.7) 在 Co, yo) 邻 域内 的 积分 曲线 族 可 以 局 部 地 视 
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作 平 行 直 线 族 . 

正 象 解 的 存在 性 可 以 从 局 部 向 整体 扩展 一 样 , 解 对 初 值 (或 参 
数 ; 的 连续 依赖 性 也 有 下 面 的 整体 形式 . 

定理 2 设 4 维 向 量 值 函 数 fz, y) 在 (z,y) 空间 内 的 某 个 开 
区 域 G 上 是 连续 的 ,而 且 对 y 满足 户 部 李 氏 条 件 , 假设 y = #(z) 是 
微分 方程 


dy 
dr 


一 个 解 , 令 它 的 存在 区 间 为 了 现在 ,在 区 间 了 内 任 取 - -全 有 办 
闭 区 间 ae 委 zz 所 3 刚 存 在 常数 6 人 0, 使 得 对 任何 初 值 Cze ，m)， 
和 扫 20S 实 byo 一 Er ss 


一 了 (zy 


柯 西 问题 


可 ~ (E),; YY = ty), yx) = yo 


wa 的 解 了 一 9(zi zo， yo) 也 至 少 在 区 间 as 委 z* 委 8 上 存在 ,并 旦 它 对 
络 《zy zo+ yo) 在 闭 区 域 
5 dr 人 bam 人 eb, jy 一 区 rzo| 安 有 
上 上 是 连续 的 . 
证 明 ”我们 仍 利用 毕节 逐次 逼近 法 来 证 明 这 个 定理 . 下 面 仅 
指出 证 明 中 与 局 部 情形 的 不 同 之 处 ,而 把 细节 留 给 有 兴趣 的 读者 ， 
注意 到 积分 曲线 段 Pr 一 zeszS8) 是 6 内 的 
-个 有 界 闭 集 , 因此 ,利用 数学 分 析 中 的 有 限 覆 盖 定 理 可 知 ,存在 
> 0, 使 得 以 了 为 “中 心 线 " 的 闭 “ 管 状 " 邻 域 ， 
下 Les a | 一 | 
会 在 开 区 域内 ;并 且 fx; 在 Zo 内 有 整体 李 民 常数 工 ( 殉 第 革 
章 $3 隐 注 1). 这 样 ,我 们 可 以 按 常 规 构 造 (B) 的 毕 卡 序列 ; 


Pr 1 CE Ios Fo) 一 Yo 十 Frc, rr xos yodar, (3.9) 


而 这 里 的 唯一 不 同 之 处 是 go 的 选取 为 
po xy zor Yo) 一 yo Er) — Erno). C3, 10) 


\ 2 
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我 们 要 证 明 的 是 对 下 一 0.] ,2 , 有 
[pr rs Lo Yo) 一 十 (| < {3. 11) 


[gps 1 Cr Fos yo) 一 prtxy zo, yo) | 
(Llz 一 zol)*+! 


a. TY)! 


人 11) 保证 用 (3.9) 进行 的 每 - :次 选 代 所 得 到 的 pr 都 不 超 
出 区 域 ae ,而 53. 12) 则 保证 毕 卡 序列 的 -- 致 收敛 性 . ) 为 此 ,我 们 
取 正 数 


yo — Etro) |, 3.12) 


上 一 全 eraor + 注意 ,上 < er 《3. 13》 


1 
加 
峙 省 《zs 2 yo) EE 让 时， 可 以 妇 纲 地 证 了 明 53. 11) 和 (3.12) 成立 . 

事实 开 ,当天 一 人 有 时， 人 3.11) 可 以 从 (3.10) 和 (3. 13)》 直接 得 
出 ; 为 了 证 明 53, 12) 对 二 0 为 真 ,注意 y 一 *(z) 是 初 值 问题 (8) 
的 解 ,从 而 满足 积分 方程 


sz) 一 上 (xzo) 二 bse, EL) dz 
因此 ,由 (3,9) (Ek 二 0}, 《3,10) 和 和 上 式 可 得 
PiCrs Fo yo) — Potrs TKos Yo) 
= pe， Pox; zos yo)) — fr, ELz)) Jax, 
再 利用 李 氏 条 件 即 可 得 出 (3, 12) 对 上 二 0 成 立 ， 


现在 设 (3.11) 和 《3.12) 对 上 < 一 1 为 真 , 则 当 4 一。 并 且 
Ce Tos yo E Ds 时 ,由 (3.9),C3,12) Gr 过 s 一 1) 和 (3.13) 可 得 


[strs xo, yo) 一 St%) | 一 DAs Xos Yn) 一 


二 1 


Pi— 1Cxy zor 0) | 二 Lookzy zo, yo) — E(x) |]| 


9 于 
< 之 和 = ia 一 E(x0) | 


Es gts—z0id < etb 一 99 个 < A 


Eerie espe 
IT rr 
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图 此 ,不 等 式 (3.11) 对 上 一， 为 真 . 至 于 (3. 12) (一 8), 则 可 控 常 
规 由 (3.9) 式 出 党 ,利用 学 氏 条 件 和 归纳 法 假设 得 到 |. 

最 后 指出 ,mrtx; zo yo) 在 Ds 上 是 一 致 收敛 的 ,从 而 易 知 它 的 
极限 湛 数 gtx: zy yo) 就 是 潇 足 定理 要 求 的 (2 的 解 . 和 

【附注 了 利用 定理 2, 我 们 可 以 把 微分 方程 的 积分 曲线 族 
在 常 点 ( 即 方 程 右 端 函数 f(r,y) 在 该 点 邻 域内 是 连续 的 并 是 对 ? 
满足 李 氏 条 件 ) 附近 的 “局 部 拉 直 ”( 见 上 面 定理 1 的 推论 ) ,推广 为 
在 积分 曲线 丑 {Cz ,yy 一夫 四 ,二 72 扫 时 附近 一 个 * 细 长 管 域 ” 
内 的 “局 部 拉 直 ”. 


习 5-3 


1. 证 明 本 节 定 理 1 的 推论 . 
2. 设 Fia. 拉 在 区 域 中 上 连续 ,而 且 微 分 方程 


余 过 己 内 任何 -- 点 的 积分 曲线 都 是 (存在 ) 唯一 的 , 则 上 述 微分 方程 的 解 对 初 
信 是 连续 依赖 的 、 

8. 试 举例 说 明 ,如 果 微分 方程 不 满足 解 的 唯一 性 条 件 , 则 它 的 积分 曲线 
族 在 扁 部 范围 内 也 不 能 视 作 平行 直线 族 . 


$4， 解 对 初 值 和 参数 的 连续 可 微 性 


本 节 将 讨论 微分 方程 的 解 对 初 值 和 参数 的 连续 可 微 性 ， 如 上 


宁 = Fv, ys A) 《和 1) 
满足 初 值 条 件 

ye0) = 0 
的 解 ， 二 g(x,4) 对 参数 4 的 连续 可 微 性 . 


定理 3 没 flz,y*x) 在 区 域 
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Us {fz| a jl 和 5， | 一 加 | 所 
上 连续 ,而 且 对 y 和 有 连续 的 篇 微 商 ， 则 微分 方程 (4. 1) 满足 初 
信和 条件 y(0) 一 0 的 解 y = 二 ptx;3) 在 区 域 
D:; 1z| 和， | 一 加 | 筷 ¢ 
上 是 连续 可 微 的 ,其 中 正 数 的 定义 同上 节 定 理 1. 
证 明 ”把 上 述 微 分 方程 的 初 值 问题 化 成 等 价 的 积分 方程 
y= h rirs yo Nd (4. 2 
然后 作 毕 卡 序列 
px 十 1; 六》 一 F Tr, PECT A) AYEE, (C4. 37 


(做 一 01,2 pw) 其 中 (22) = 二 0 和 (x,42) 生 必 . 

国 为 定理 3 的 条 件 蕴含 定理 ] 的 条 件 , 所 以 毕 卡 序列 gprlr ,2) 
在 区 域 上 一 玛 收 侣 到 积分 方程 (4.2) 的 ( 叭 一) 解 了 一 efz 人). 

[这 里 我 们 先 声 明 一 下 ,对 于 不 熟悉 向 重 分 析 的 读者 在 理解 下 
面 的 符号 时 或 许 有 些 困 难 , 在 这 种 情况 下 ,不 妨 假 定 y 和 +* 都 是 纯 
量 ( 中 x 二 1 和 m= 11), 那么 一 切 都 是 很 自然 的 . ] 

另 一 方面 ,用 归纳 法 由 (4. 3) 锚 证 $x 一 gelx12) 对 (zy 2 反感 
是 连续 可 微 的 ,而 且 

< -- [Cs 02) 2 十 (pk) | 4. 4) 

(k= 0,1 2). 


重 
因此 ,为 了 证 明 y 一 etz,2) 对 有 连续 的 仿 微 商 加 (x, ,只 


须 证 明 序 列 es(z,)) 对 (x,4) E 了 是 一 致 收敛 的 . 


辣 为 六 zya7 在 区 域 如 上 对 了 > 和 2 有 连续 的 偏 徽 商 ,所 以 存在 
常数 we > 0, 使 得 不 等 式 


a or 
| 六 eey|< Gy EXRAE <. 5) 


在 区 域 G 上 成 立 . 


ps pie ep ee re 
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注意 ,wz 一 0. 因 此 ,由 54.4) 和 4.5)》 推出 


加 |< | 下 | 名 Crs0 ,a | dr 


再 利用 占 纺 法 容 易 证 明 
Es 


alz|, 


> 和 


< alsl + > 
(一 2 二 推出 不 等 式 
一 一 | 才思 和 es (= 1 《二 .By》 


十 … 十 


对 (zr,4) 所 直立， 
对 性 意 正 整 数 *, 令 


根据 柯 西 准则 ,为 了 证 明 序列 32 对 (z,4) E Dp 的 一 致 收 化 性 ,我 
们 只 需 证 明 当 -> oo 时 序列 w,; 对 (zx, 和 ) 扎 了 和 5s 二 1,2,… 一致 
趋 于 零 

利用 (4. 4) 可 以 推出 


rls | 上 这 ce phisgz| 十 gs(zs2)， 《4.7) 
其 中 
ltetz 2) 一 | nl EA 一 0 | 
+ | 上 这 [0 0) Be | 


| pe 2) 一 A | 
注意 ,序列 ps 对 (2 和) 生 吕 一 致 收 化 于 四 一 w(z;2) ,又 偏 微 商 呈 和 


池 对 (zy GG 是 连续 的 , 这 样 ,再 利用 (4.7) 可 见 , 当 一 oo 时 
jn) 对 ss 二 1,2,-…; 和 (xz,4) ED … 致 赵 于 避 因 此 ,存在 常数 
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序列 ex > OD, er 0, 使 得 
d,s) < Eks {EE 二 1,2,**). 
然后 ,由 (4. 7) 得 到 
B18 C= 人 esd 十 ER 《4， 8) 


注意 ,vps 二 ti,slx;2) 祷 昌 对 (zy 毛 卫 是 连续 的 . 并 且 由 (4. 6) 


可 见 
bis 2p, (bs 一 1 2 
男 一 方面 ,因为 常数 序列 && > 0 收 钱 于 0, 所 以 序列 
Gi = sup {Bk Err1» Er+2 7} 
单调 趋 于 0. 


由 (4.8) 种 (4, 9) 可 见 
vetl,s SS 2a81z| 十 srs 
再 利用 (4. 8) 推出 


> 十 好 alz| 十 B41: 


Dio,s 2p oT 
并 县 由 妇 钠 法 可 得 
VE 二 ms E28 人 十 DS fF ole) 


六 了 
由 此 推出 


BET ms FO Cela)” | us 十 eh 


显然 , 任 给 > 0 存在 六 全 0, 合 得 


28 名 < 地， 只 要 下 > 守 


A 
eo < 7， 只 要 上 >> 忆 . 


困 此 ,由 (4. 107 推 出 


(4. 9) 


C4.10) 
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3 十 四, 一 tim (Ts) < 刀 ， 只 要 上 证， mh > 
或 
PE, < Es 只 要 天 > NN, 
这 就 证 明了 了 VE,slr, 2) 对 ss 二 1,2,-… 和 (ah 所 一 致 趋 于 0, 从 


而 序列 了 (x,2) 对 (z,4) ED 是 一 致 收敛 的 ,而 县 有 
29 = iim cx 
Bi 一 im 天 《zy 2 


所 以 它 对 (z,%) € DD 是 连续 的 . 
另外 ,由 于 了 = w(x,%) 是 积分 方程 的 解 , 我 们 有 
pnd) = fz, pr, A) 3)， 
它 对 (z,4) € D 也 是 连续 的 , 这 就 证 明了 yy 一 gl(z)2) 对 (x,23}ED 
是 连续 可 微 的 . 定理 3 到 此 证 完 . 各 
推论 ” 设 4 维 向 量 值 浮 数 f(z,y) 在 区 域 


R: Ei 


上 连续 ,而 且 对 y 有 连续 的 偏 徽 商 史 ， 则 初 值 问题 


此 
| fr 了 了》 


ytro) 二 本 
的 解 y 了 一 w(x ,1 在 区 域 


h a 
Dp: |> — |S in yl 


上 是 连续 可 微 的 
【附注 】 假设 未 知 育 数 y 和 参数 4 者 是 一 维 的 ,并 且 定 理 3 
及 其 推论 的 条 件 成 立 , 则 初 值 问题 


4 。 
= f(y) yz) 一 加 《411 


的 解 y 二 w(tz;z0, 如 ,4) 对 初 值 ma 及 参数 4 的 偏 导数 好， 站 和 
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部 分 别 在 它们 有 定义 的 区 域内 连续 可 徽 ， 考虑 与 (4. 11) 等 价 的 
积分 方程 


psszo or 和 = yn 十 上 reseGziza sa 《4. 12) 
“7 & 


在 {4. 12) 两 侧 分 别 对 zo,yo 和 .4 求 仿 导数 ,就 可 得 到 


恕 -一 Fe 并 十 上 ae 如 
汉 一 了 十 FAC, zoe) 种 i， 
和 和 
= 上 ACz saaryesh) E+ Bzyaovg6y 轨 | ds, 
其 中 
ACrT To YA) 一 eg) 
Blz, ro YA) 一 zs p24r0r90s a) 2) 
因此 , = 一 名 “满足 微分 方 各 
经 一 4(zyzovgoya)2， (4 13) 
和 初 值 (zo) 一 一 farsyo)， = = 站 满足 向 分 方程 
和 一 A(lxy zoryo A)z, 4. 14) 
和 初 值 x(zm) = 1; 而 z = 疤 满足 微分 方程 
到 一 ACz v0 z+ Bz szor ysA), 《4. 15) 
和 初 值 x(z) 二 0. 


微分 方程 (4. 13),(4. 14) 和 (54. 15) 都 是 从 原 方程 (4. 11) 导出 
来 的 ,并 且 都 是 一 阶 线性 的 . 通常 把 这 些 方程 分 别 叫 作 (4. 11) 关 
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于 初 值 ri 和 参数 “的 变 分 方程 . 
〖 例 1i3 设 pz)y 和 93 是 连续 函数 ,而 且 初 秆 问题 
寞 zy = Wr, 
yo0) == yo 


的 解 为 y 一 wzizoyg)， 不 解 此 初 值 问题 , 试 求 出 她 和 竹 . 
解 ”利用 上 面 的 附注 可 知 , z = 固 满足 初 值 问 题 


3 
| 二 一 一 PX), 


zx0) = pro)yo 一 HUro), 
因此 ,求解 此 初 售 问 题 ,容易 得 出 


宏 = (Cpro) yo — qx0)) ebm, 
a 


类 似 地 ,可 以 求 得 
一 六 上 pcw | 
dy “ 
应 该 指出 , 例 1 中 能 够 完全 求 出 部 和 训 ， 是 由 于 (4. 16) 是 
一 个 线性 微分 方程 - 一 般 而 言 ， 坚 总 和 人 要 依赖 于 原 方程 
(4. 11) 的 解 y 一 p(zizoy 及- 六 各 如 此 ， 我 们 仍 拓 可 以 利用 它们 
作 某 些 理论 上 的 探讨 ,或 对 某 坚 取 定 的 z 和 加 来 算出 这 些 偏 导数 ， 
请 看 下 面 的 例子 - 
Tf 例 21 设 尔 数 y 了 一 ptzir 加 2 是 初 值 何 题 


必 
| 只 一 sinCAry), Cd.17Y 
[| = 
如 EE Ea 
的 解 试 求 和 | 0? 有 re 和 下。 


证 ”从 初 值 问题 


283 
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EE _ 
| sirp)z, 
zfzp) 一 一 sin(Xroyo) 
[其 中 中 = pzizoy 加 ,加 是 (4.17) 的 解 ] 可 以 解 得 
2 =— sintirog)} e be pyar 
dro 
因此 
2p 一 一 
dry 一 = 0. 
类 似 地 ,可 从 
| 到 一 Axcos (JI)z, 
z(txo2 = 1 
解 得 
op 一 ee 上 zeostare(zizot ee 
Byo ， 
再 注意 pr ,0, a) Eo 0, 因此 
E43 = bardr A 
yo TI 二 # ,一作 
利用 类 似 的 方法 ,读者 不 难得 出 
a9 一 一 
3 


最 后 ,我 们 指出 ,附注 中 的 结论 在 高 维 的 情形 也 成 立 . 见 本 节 
的 习题 1 和 习题 2. 
习 题 5-4 
1. 利用 定理 3, 证 明 z = 宾 (:,X) 满足 线性 微分 方程 
= ACz, Wz + Br,h) 


和 初 值 条 件 
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ztxo;A) = OD, 
其 中 
商 [r1A) 一 EA iD， Btr,A) = pr 

(注意 , 当 y 和 分别 为 * 维 询 向 量 和 n 维 列 向 莉 时 ,ACx,X) ,BCz,2) 和 zCz 1 入) 
分 别 为 上 X z 和 矩阵 .a X m 知 阵 和 nxX m 短 阵 .) 

2. 在 本 节 最 后 的 推论 中 , 试 求 = 一 强 G, 所 满足 的 微分 方程 种 初 值 条 
件 . (只 要 求 作 形 式 的 计算 ) 

3. 设 纯 量 函 数 了 一 ylz1n) 信 为 实 参 数 } 是 微分 方程 


好 
dx 


满足 初 秆 条 件 yc0} 一” 的 解 . 证 明 : 不 等 式 
完 (ewy > 0 


= Sniry) 


对 一 切 * 和 ?都 成 立 . 


人 
epee rr 
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洗 多 实际 问题 的 数学 模型 表现 为 很 复杂 的 非 线 性 微分 方程 
组 .如 果 用 近似 法 把 它们 简化 为 线性 微分 方程 组 ,往往 可 以 获得 简 
捷 的 解答 (如 上 一 章 单 援 之 例 ). 所 以 本 章 讨 论 的 线 住 微分 方程 组 
的 一 般 理 论 和 一 些 解法 在 应 用 中 有 重要 的 地 位 . 此 外 ,它们 也 是 进 
一 步 研究 非 线性 微分 方程 组 的 基础 . 

我 们 在 § 1 首先 介绍 线性 微分 方程 组 的 一 般 理 论 ,在 $2 再 讨 
论 常 系数 线性 微分 方程 组 的 初等 积分 法 ,并 在 § 3 把 上 两 节 的 结果 
应 用 到 高 阶 线 性 向 分 方程 ,而 在 $ 4 简要 地 引进 算 于 法 和 拉 普 拉 斯 
《Lapblace,17 委 一 1827) 变 搞 法 . 


$1. 一般 理论 
考虑 标准 形式 的 = 阶 线性 微分 方程 


和 一 aiy Ce) filz): 全 一 1,2: ya， 
其 中 系数 函数 oiytz)》 和 六 (zy (Ci,j 二 14,2, ,8) 在 区 间 <z<b 
上 都 是 连续 的 . 在 上 一 章 的 2 中 我 们 已 指出 ,只 要 采用 惩 阵 和 向 
量 的 记号 : . 


4 一 [cj 
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Ed fitr) 
y= ,0 = | 人 |， 
， Fp 
就 可 以 把 上 面 的 线性 微分 方程 组 写成 向 量 的 形式 
YY oA)y + #62). 1.1) 


当 2) 才 8 之 zs2 时 , 它 是 非 齐 次 线性 微分 方程 组 ; 
-当权 x 三 问 时 , 即 得 (相应 的 ) 齐 次 线性 油分 方程 组 


= AC)y. C1. 2) 


我 们 在 这 里 指出 a 阶 线性 微分 方程 组 (1. 1) 在 形式 上 与 第 二 
章 $3 的 一 阶 线性 微分 方程 (3. 1 是 相似 的 . 本 节 和 将 周明 ,这 种 相 
似 性 不 仅 是 在 形式 上 ,而 且 第 二 章 $3 中 有 关 一 芥 线性 微分 方程 
《3. 1) 的 性 质 1 一 5 和 通 解 公式 (3. 5) 都 可 推广 到 这 里 的 # 阶 线性 
微分 方程 组 (1. 1)， 

下 面 的 定理 是 我 们 的 理论 基础 ,其 证 明 要 点 与 第 三 章 定 理 1 
相同 (注意 ,由 4(z) 的 连续 性 可 向, 在 z 的 任意 有 限 区 间 上 ,天数 
4(z)y 对 了 满足 李 氏 条 件 ). 

存在 和 唯一 性 定理 线性 微分 方程 组 (1. 1) 在 区 间 a 二 x 二 4 
上 有 并 且 只 有 一 个 满足 初 值 条 件 


yr0) 一 yes {1. 3) 


的 解 y = 二 yz) ,其 中 mE (ob 和 mmE 天 是 任意 绍 定 移 ， 昌 
在 讨论 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (1.1) 之 前 ,我 们 针 研 究 齐 次 
线性 微分 方程 组 (1. 2). 


1.1 齐 次 线性 微分 方程 组 


引 理 1 2 和 yz (x) 都 是 齐 次 线性 微分 方程 组 (1, 2) 2) 的 


rl 
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: y 一 Cy (2) 十 Coys Cr) Cl, 9 
也 是 方程 组 (1.2) 的 解 ,其 中 C1 和 Cs 是 实 的 任意 常数 . 

证 明 ”只 要 把 (1. 4) 直接 代入 线性 微分 方程 组 (1. 2) 就 得 到 
一 个 恒等式 ，1 

现在 ,考虑 集合 

sr = | 微分 方程 组 (4 2) 在 区 间 a < z < 上 的 一 切 解 ). 

则 引 理 1 已 证 明 ; 集 合 9 是 一 个 线性 空间 . 所 以 我 们 可以 用 线性 
代数 的 语言 来 描述 8 的 结构 ， 

引 理 2 5 是 一 个 维 线性 空间 . 

证 明令 zw EE ke 的 ， 则 由 上 面 的 存在 和 唯一 性 定理 推出 ， 
对 于 任何 常数 向 量 rw E 局 ,在 纪 中 存在 唯一 的 元 素 y(z) ,使 得 
yzo) = yo， 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 一 个 喘 身 

HR 5 (把 加 上 腺 到 (xz))， (1.5) 
显然 ,对 于 和 枉 何 y(z) E S54, 我 们 有 . 
yxo) ER， 并 有 HCOy(x0)) 一 Y(z)， 
所 以 映射 妃 是 满 的 ， 又 对 于 任意 yy, ys E 局， 令 
nr) 一 五 (Yi ylx) 一 而 (yz)- 

则 直 解 的 唯一 性 可 以 证 明 ; 

yitx) 入 Yagz)， {G < YL< 当 且 仪 当 ¥1 FE Ya， 
所 以 映射 吾 也 是 一 对 一 的 . 另外 ,由 引 理 1 和 解 的 唯一 性 推出 

~ 五 人 Ciyy 十 Ca¥s) 一 CI 下 41 十 CoHtiys), 

亦 即 喘 射 五 是 线性 的 . 

因此 , 互 是 一 个 从 中 到 2 的 同 构 映射 , 它 把 线性 空间 严 的 结 
构 迁 移 到 线性 空间 经 ， 换 名 话说 , 只 就 线性 空间 的 结构 而 言 ,它们 
是 完全 一 样 的 , 即 多 兰 品 ， 所 以 2 的 维 数 是 z, 这 里 = 等 于 微分 方 
程 组 (1.2) 的 阶 数 . 让- 

映射 1.5》 有 明显 的 几何 意义 : 映射 

Hi SR 


ape EE ee 
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把 方程 组 (1. 2) 在 4 十 1! 维 空间 Cz,y) 中 的 积分 曲线 P: {(z,y) |y ， 
王立 (7) E 2) 映 到 它 与 + 维 超 平面 2 :Cxwy) 1z 一 zo) 的 奖 点 yo 
一 ylz0o). 由 于 A4(z) 在 se<z 二 5 上 连续 ,所 以 对 于 任意 ro 和 Ca,8)， 
三 与 2 孝 是 * 裤 截 ” 相交 的 ;再 利用 初 值 问题 解 的 唯一 性 可 知 , 觅 
射 召 -是 1-1 的 .图 61 和 图 5-2 分 别 显 示 了 = 一 1 和 az 一 2 两 种 
情形 (参见 第 一 章 $ 2). 


型 6t rn = 1) 图 6-2 tn = 2) 


注意 ,线性 空间 成 有 唯一 的 零 向 量 0; 而 线性 空间 9 也 有 崔 
一 的 零 元 素 , 为 了 方便 仍 记 作 9, 亦 即 了 一 0 (之 z 近 好 是 齐 次 线 
性 微分 方程 组 (1. 2) 的 零 解 ， 易 知 (0) 一 0. 请 留心 记号 由 在 不 
同 场合 的 含意 . 

令 yi EF 和 yt) 一 六 (yx)， (一 ly 在 
?中 的 线性 无 关 性 ( 即 Coy: 十 … 十 Caym 二 0 获 傅 01 二 0 ,On 
一 0 等 价 于 Cymtlx) 在 中 的 线性 无 闫 性 《好 Ciyi (x) 
十 … 十 Gong 一 和 aa<z<cp 苞 售 如 一 0 Om 二 00). 

现在 ,我 们 来 证 本 节 的 主要 结论 ， 

定理 1 齐 次 线性 微分 方程 组 (1. 2) 在 区 和 间 a 之 z 之 bb 上 有 
个 线性 无 关 的 解 


fi 一 般 理论 /or 153 
PCF Det), po 《1. 5) 
而 且 它 的 通 解 为 2ge1 
y= Om) 二 二 Cnpa (ri), Cl.7) 


其 中 GG; ,0s 是 任意 常数 ， 

证 明 由 引 理 2 可 知 , 5 有 一 个 基 (1,6), 它 的 线性 组 合生 成 
整个 线性 空间 5*. 这 就 是 说 ，d1. 7) 式 表 示 齐 次 线性 微分 方程 组 
(.2) 的 适 解 .| 

通常 称 齐 次 线性 程 级 (1.22 的 z 个 线性 无 关 的 解 为 一 
.个 基本 解 组 : 因此 , 求 (1. 2) 的 通 解 只 须 求 它 的 一 个 基本 人 解 组 . 

假设 已 知 

人 《1. 8 
是 微分 方程 组 (1. 2) 的 = 个 解 . 则 问题 妇 于 判别 它们 是 每 线性 无 
关 : 下 面 介绍 一 个 在 理论 上 比较 简明 的 判别 尖 ( 定 理 2)， 
设 在 (1. 8) 中 诸 解 的 分 量 形式 为 


#11 CF) Sin CT) 
Cx) a CE) 
yitxY) = 加 ， 多 prt) 一 的 和 
gn (2) | yon CZ) 
称 行列 式 
中 1 Cx) | “nC 
Wr) Yl) Yt2) artt) 


kz ezE) 站 (Cx) 


为 解 组 (1. 8) 的 好 斯 基 CWronsky) 行 烈 式 ， 
引 惠 3 解 组 1. 8) 的 朗 斯 基 行 列 式 满足 下 面 的 刘 维 尔 公 式 


Wa) = Wye sD aczeh), .9) 
其 中 a 各 (Ca,b}, 而 trAtz) 表示 和 拭 阵 区 的 迹 , 即 
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n 


ACr) = D> jajy (ry. 


JJ 一 1] 
证 明 “利用 行列 式 的 基本 性 质 可 得 
B11 12 1 #1n 
a Sa de ,dyin 
Hr ke 区 fx 
ti 一 ] 
Fn Wn2 Fn 
¥11 #12 Bin 
TO 
.9 n 中 所 
了 
= 2 as Drain aa 
1 一 1| j=1 一 1 = 一 1 
fal Yr2 Ym 


天 


— Dea W= uAls) *W, 


:二 i 


这 是 关于 环 的 一 阶 线性 微分 方程 . 由 此 和 解 沿 久 ， 苑 得 (1.939。 卫 

【附注 1 。” 由 刘 维 尔 公式 (1.9) 可 砚 , 解 组 4.8) 的 关 斯 基 
行列 式 W(z) 在 区 间 as<r<a 上 只 有 了 两 种 可 能 : 恒 等 于 零 ,或 恒 不 
等 于 零 . 下面 的 定理 说 明 ， 这 两 种 可 能 性 分 别 相 应 于 解 组 (1. 8) 的 
线性 相关 与 线性 无 关 性 ， 

定理 2 线性 微分 方程 组 (1. 2) 的 解 组 (1. 8) 是 线性 无 关 的 
充 要 条 件 为 加 
WD) 0 aed 1.10) 

证 明 由 刘 维 尔 公 式 可 知 , 条 件 (1, 19) 等 价 于 印 (z0) 天 0， 
而 它 了 又 等 价 于 初 值 向 量 组 

yi x0), se, ya Cro) 01.11) 
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在 如 中 是 线性 元 关 的 . 从 引 理 2 的 证 明 中 可 多 ， 

HC (re) 十 7 十 Cayafzo7 = Or) 4 十 Caya (lr). 
因此 ,利用 #00) 一 9， 易 知 向 量 组 (I. 11) 在 局 中 是 线性 无 关 的 ， 
当 且 仅 当 解 组 (1. 8) 在 中 是 线性 无 关 的 . 

推论 1 解 组 (1.8) 是 线性 相关 的 充 要 条 件 为 
WD (< 
注意 ;在 应 用 中 我 们 可 以 在 某 个 特 吻 点 5 计算 W(xo), 看 它 是 
否 不 等 于 零 ,就 可 得 知 解 组 上 1.8) 是 否 线性 无 关 . 
人 例 1 ”验证 微分 方程 组 


COS37 工 sin2z — 1 #1 
和 | 加 2 
中 = (1 12) 
Ty 1 27 十 1 sin? 
2 Sin2z in?x ys 
的 通 解 为 
[1 | PICOS 一 sin 
= | 和 C1.18) 
1 加 ersinz 
解 ”不 难 验 证 
ODS | 一 ginx 
| | C1. 14) 
Sn 和 | Cosz 


是 齐 次 钱 性 微分 方程 组 (1. 12) 在 区 闻 一 ce < < oo 上 的 两 个 
解 ;而 且 它 们 的 并 斯 基 行 列 式 W(x) 在 x = 二 93 外 的 值 为 


WwW(0) = 
lo 


"|- 10 
1 


所 以 (1. 14) 是 一 个 基本 解 组 ,从 而 (1l. 137 是 通 解 ， | 
最 后 ,我 们 顺便 引进 一 些 记号 ,它们 将 为 今后 的 讨论 提供 方便 
的 服务 . 
对 应 于 解 组 (1. 8), 令 矩阵 
YX) = | oz] 


它 叫 作 方程 (1. 2》 的 解 矩 阵 ， 易 铬 
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Dais Cz) ys) 


R= 二 1 


及 共 矶 
=| oo | ACE)Y Cx). 


亦 即 方程 61. 2) 的 解 炬 阵 了 F(z) 是 方程 61.2) 的 矩阵 解 . 反之 亦 然 ， 
当 解 组 (1. 8) 是 一 个 基本 解 组 时 ， 称 相 诬 的 解 扰 阵 了 (z》 为 一 
个 基 ( 本 ) 解 拒 阵 . 车 已 知 方程 (1. 2) 的 一 个 基 解 矩阵 下 (*), 风 由 
定理 1 可 知 , 它 前 通 解 为 
y = DIC, (1, 15) 
其 中 C 是 rn 维 的 任意 常数 列 向 量 .. 
大 定理 1、 定理 2 和 (i.15) 式 , 我 们 不 次 得 到 下 面 的 结果 ， 
推论 2 1) 设 B(x) 是 方程 (1. 2) 的 一 个 基 解 矩阵 , 则 对 于 在 
一 个 非 麻 蜡 的 # 阶 常数 和 矩阵 C, 算 阵 
Pz) = BC (1 16) 
也 是 (1. 2) 的 一 个 基 解 矩阵 ! 
2) 设 Bx) 和 tx) 都 是 方程 (1, 2) 的 基 解 第 阵 , 则 必 存 在 一 
个 非 闸 蜡 的 5 阶 常数 矩阵 CC, 使 得 (i, 16) 成 立 . 1 


1. 2 非 齐 次 线性 微分 方程 组 


现在 ， ny ' 1 玉 扩 屋 非 天 次 统 性 人 
方程 组 清史 UN 


7 
位 敬一 4kz)y 十 fs) tl. 1) 
生肖 条 后 PW (FW Fi 
引 理 4 如 果 0(2) 是 与 (1. 1) 相应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 
《1.2) 的 一 个 基 解 算 阵 , w* tz) 基 41. 1) 的 一 个 乔 天 ,区 民 - 1) 的 
任 一 解 y = q(x? 可 以 表示 为 


Pr) = PC + Pp* (1), 
其 中 Cc 是 一 个 与 glz) 有 关 的 浸 数 列 向 量 . 
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证 明 ” 答 易 验证 g(x) 一 6* (x) 是 (1.2) 的 一 个 解 . 因此 ,由 
(1. 15) 可 知 ,存在 常数 齐 向 量 c,， 使 得 
名人) 一 站 "(x) = (NC, 
这 正 蚌 所 要 的 证 明 ,， 1 
引 理 4 说 明 , 为 了 得 出 (1. 1) 的 通 解 ,需要 知道 (4. 2) 的 一 个 
基 解 第 阵 BC(z) 和 1, 1) 的 一 个 特 解 p* (x)， 然而 ,利用 下 述 常 数 
变易 法 ,我 们 只 要 知道 名 (x) 就 足够 了 . 
慨 定 (1. 1) 有 如 下 形式 的 特 解 1 
DIC), 《1. 177 
其 中 C(tz) 是 待定 的 向 量 获 数 ， 把 (1 17) 代入 方程 1, 1), 得 到 
BC) + BT)C' (1) = ACXID XIC CK) 二 iE (1. 18} 
男 一 方面 ,由 于 出 (z) 是 (1.2) 的 解 矩 阵 , 所 以 
Pz) = ACTIND(zY. 
因此 ,可 从 (1. 18) 消去 相应 的 项 ,得 到 
PLzIC' (1) = f(z2). (C1. 19) 
又 由 于 B(x) 是 (1. 2) 的 基 解 矩阵 , 所 以 它 的 朗 斯 基 符 列 式 
detg(z) 天 0 (sa<<z 所 有 , 这 昔 含 @(z) 是 可 道 矩阵. 以 871(z) 左 乘 


(1.19) 的 两 侧 , 得 出 2 
1.19 f wm。 cd 


Cx) = B12)fFCr), 小 
从 而 一 
C(x) 一 {era A de 
。 用 7 
把 上 式 代 回 (1. 17) 式 , 就 得 到 非 齐 次 线 福 微分 方程 组 的 一 个 特 解 
Pp" {rT) = Pix) f Bl(e)F (sds. (1. 207 
这 样 我 们 就 得 到 下 面 的 | 
引 理 5 设 钙 (1:) 是 (1.2) 的 一 个 基 解 秆 阵 , 风 .20) 式 给 出 


不 齐 次 线 尾 微分 方程 组 (1. 1) 的 一 个 特 解 ， 上 
结合 引 理 4 和 引 理 5, 我 们 就 有 下 面 的 结论 ， 
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定理 3 设 @(z) 是 (1.27 的 一 个 基 解 矩阵 , 则 非 齐 次 线性 微 
分 方程 组 (1. 1) 在 区 间 a < 之 x 之 3 上 的 通 解 可 以 表示 为 


y 一 6 人 Ca| 十 [ G@-， CrCs)a| ， C1.21) 


其 中 心 是 =” 维 的 任意 常数 列 向 量 ; 而 且 (1, 1) 满足 初 值 条 传 yCx0) 
= jn 的 解 为 


三 


dr 十 


y = Bs)0 1 (20s + Bs) | BS) sa, (1,22) 
0 
其 中 mE (ob 1] 
2 二 sin2z 一 1 | 
py CoS2z 六 sin2z ja Cogz 
中 - 1 . ， ， ， 
sin2x 十 1 sinszr [gz sinx 

(| _ | | 
加 40) 1 上 


E 例 2 求解 初 值 问 题 : 
解 从 例 1 知道 ,相应 齐 次 线性 微分 方程 组 有 一 个 基 解 矩阵 


exeOSsY 一 Sinz 
更 (y》 一 ， | 
ezsjny COSY 
容易 求 出 
B14) = [er 0 sinz B100) 二 [1 | | 
— sins COSZ 0 1 


利用 公式 (1. 22), 就 得 到 所 求 初 值 问 题 的 解 为 


Bn | 0 e 一 seoss epins)lcoss| 
| = Bt{r) 十 | | . a | 
ya li hn 一 Sins CD0S3 Sins 


+ 


eCOST 一 | | 一 和 | 
1 


斑 


一 Ge] 


ezSinT DOSY 
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i es 一 1 cosx — sinx) 
Cez — lL)sinr 十 cosr) 
【附注 2 公式 (1.21) 和 (1. 22) 通常 叫 作 非 齐 次 线性 微 
分 方程 组 的 常数 变易 公式 .它们 是 第 二 章 8 3 中 相应 公式 53. 5) 和 
《3. 8) 的 推广 .但 是 两 者 有 一 个 很 大 的 区 别 ; 那 里 的 (3. 5) 和 (3.8) 
对 一 阶 线 性 方程 提供 了 实际 求解 的 计算 公式 ; 而 这 里 的 <1,21》 和 
《1. 22) 坤 依 束 于 方程 组 (1.2) 的 一 个 基 解 矩阵 Brz). 一 - 般 而 言 ,我 
们 无 法 求 出 Bcx) 的 有 限 形式 ( 象 例 2 那样 的 简单 情形 并 不 包 见 )， 
也 就 是 说 ,C1. 21? 和 (1. 22) 所 提供 的 仅 是 一 种 结构 公式 . 尽管 如 
此 ,它们 在 微分 方程 以 及 相关 的 其 它 数 学 分 支 中 (特别 在 一 些 理 沦 
问题 的 研究 中 ) 仍 是 常用 的 重要 公式 . 
在 甘 些 特 珠 情形 下 ,针对 扼 阵 4(z) 的 特点 ,可 以 求 出 51. 区 的 
一 个 些 解 矩阵 的 有 限 形式 . 
【 秽 31 试 求 微分 方程 组 
i jn 
中 = (1 2) 
的 一 个 基 解 垂 阵 .并 求 出 它 的 通 解 . 上 式 中 自 变 量 * 的 取 值 区 间 不 
合 开 一 人 
解 与 出 (1.23) 的 两 个 分 量 式 为 


从 后 一式 容 易 求 出 ys 的 通 解 为 

y2 — kr, 
其 中 为 任意 常数 . 可 分 别 取 名 二 了 9 和 名 二 7x, 代入 前 一 式 得 到 册 
个 相应 的 特 解 加 二 ex 和 纺 一 一 人 z 十 1). 这 样 就 求 得 (4 23) 的 一 
个 解 扎 阵 为 


| 一 十 1 
更 4z) = 0 ， 
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显然 ; 涩 了 关 0 轩 , detBir) 一 rer 天 由 因此 ,ECz) 是 方程 (1.23) 
的 - -个 基 解 矩阵 . 很 据 定理 1， (4. 23) 的 通 解 为 
+—1 
[’ | 一 Cr [a 十 cl .| 
注意 ， 这 量 攻 解 类 隆 的 凑 基 行列 在 xz 一 0 的 值 为 det$(0) 
一 0, 这 是 否 与 定理 2 的 结论 不 相 容 ? 


习 题 人 II 


1 求 出 齐 次 线性 微分 方程 组 


dy 
训 A 


的 通 解 ,其 中 4400 分 别 为 ， 


1 
a 


C+) | ， 0; 
0 


上 
(C2) 4 人 尖 | ; 
‘DO 1 


0 1 
1 0 
Il1 oo 
2. 求解 非 齐 次 线性 微分 卢 程 闻 的 初 秆 问题 ， 
2 ， 
并 


dr Ca , 2 

‘a 0) 
ot) < ， | 

DD) Hl = 

dr _ 2 dy i i 

Re ad rr > 人 0) 
(2) 二 

{rt} == 人 yl1) == 吝 - 

3 斌 证 向 量 孙 数组 
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1 
C1, 0|， 
0 iD 0 
在 任意 区 闻 a < z <5 上 线性 无 关 ， (显然 ,它们 的 朗 斯 医 行 列 式 多 (z) se 0 
对 照 定理 2 可 算 , 上 述 三 个 线性 无 关 的 向 量 卫 数 不 可 能 同时 满足 任何 -个 三 
阶 的 齐 次 线性 微分 方程 组 . ) 

~. 试 证 基 解 矩阵 完全 决定 齐 次 线性 微分 方程 组 ， 即 如 果 方程 组 


dy _ 上 由 
总 一 4fz]z 杜 站 召 ( 工 ]% 


有 -个 相同 的 基 解 矩阵 ; 则 A(x) 志 B(x). 
中 设 中 (zx) 是 线性 齐 次 微分 方程 组 (ti 2) 的 一 个 基 解 窒 阵 ,并 且 # 维 向 量 
函数 fx,y) 在 区 域 : a 之 7 < 之 5， | < oo 上 连续， 试 证 : 求解 初 导 问题 


| YA)y + fr,y), 


dr 


(ro = ya 


等 价 于 求解 积分 方程 
yr = FDI) yn 十 [ rss ye) jde, 
vb 
其 中 3 和 【4 ™ 


6. 设 非 齐 次 线性 微分 方程 组 51. 1) 中 的 fz) 天 0 当 g 之 z 之 5 则 人 1) 
厅 晶 至 多 有 nr 十 1 个 线性 元 关 解 . 


32. 常 系数 线性 微分 方程 组 
我 们 已 在 上 一 节 指 出 ,常数 变易 公式 41.21) 和 (1. 22) 并 没有 
完全 解雇 微分 方程 组 51. 1) 的 求解 问题 . 本 节 把 讨论 的 范围 镁 小 
到 常 系数 的 情形 , 则 求解 癌 题 将 获得 彻底 解决 . 
所 谓 常 系数 线性 微分 方程 组 , 指 的 是 线性 微分 方程 组 
= Ay + f(z) (2. 1) 


中 的 系数 短 阵 4 为 阶 常数 条 阵 ,而 r(xz) 是 在 a 过 x <3 上 连续 的 
向 量 蜀 数 ,我 们 已 经 知道 ,求解 线性 微分 方程 组 (2. 1) 的 关键 是 求 
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生 彬 应 齐 次 线性 微分 方程 组 


让 二 4 ， C2.2) 


的 -个 基 解 矩阵 . 当 = | 时 ,和 矩阵 4 就 是 一 个 实数 a, 这 时 方程 
C2.2) 成 为 


dy _ 

17 《2,.3) 
它 的 遂 解 为 

z 一 Ceaz ， 


其 中 为 任意 常数 . 换 句 话说 , e* 是 方程 (2. 3) 的 一 个 基 解 矩阵 . 
一 个 自然 的 设想 是 , 常 系数 线性 微分 方程 组 (2. 2) 有 一 个 基 解 抵 
阵 为 4. 这 里, 我 们 必须 首先 弄 清 把 一 个 矩阵 放 在 指数 的 位 置 上 
是 什么 意思 . 


2.1 算 阵 指数 函数 的 定 尽 和 性 质 


令 -在 表示 由 一 切 # 芥 ( 实 常 数 ) 矩阵 组 成 的 集合 . 在 线性 代数 
中 ,我 们 知道 在 是 一 个 wx 维 的 线性 空间 . “ 
对 .用 中 的 任何 元 素 


I 
4 二 | , 
上 


nn 
定义 它 的 模 为 
dl = > le 
ti,7?=1 
则 我 们 容易 证 明 : 


1) 4d 宇 0; ”而且 4 = 一 0 0 省 且 仅 当 4 一 0( 零 矩阵 》， 
2) 对 于 任意 4, B E :2， 有 不 等 式 
4 十 BB 所 al 十 中. 
现在, 我们 在 .天 中 有 了 这 个 模 上 .入 就 可 以 仿照 实数 域 中 的 
数学 分 析 来 定义 矩阵 序列 , 柯 西 筷 阵 摩 列 和 惩 阵 无 穷 级 数 及 其 收 


全 性 的 概念 而且 容 易 证 明 ,在 -A 中 任何 柯 西 庆 列 都 县 收 全 的 ， 
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即 线性 空间 -x 关于 模 目 .下 是 完备 的 . 

另外 ,在 .zf 中 还 特别 有 乘法 运算 , 即 对 于 任意 4, BE - 必 , 有 
4 区. 本 .而 有 旦 

3) 14B < Ha + Bl. 

利用 上 述 性 质 ,我 们 有 

N44， 这 1). 

通常 令 4° 为 + 阶 单位 矩阵 记 注意 ,上 上述 不 等 式 对 + 一 0 不 成 立 . 
由 此 不 难 证 明 下 述 

命题 1 ”和 抢 阵 4 的 备 级 数 


1 1 
百 十 妇 4 十 页 和 十 “er 十 商人 十 4 
是 绝对 收 戈 的 


现 以 记号 e4( 或 exb4) 表示 上 述 握 阵 每 级 数 的 和 ,并 称 它 为 御 
阵 4 的 指数 函数 , 即 


e+ = 之 各 。 
注意 ，o4 E .Ac 另外 , 当 4 是 1 阶 矩 阵 ( 即 实数 ) 时 ,et 就 是 通常 


的 指数 函数 . 
现在 ,我 们 考察 一 般 条 阵 指数 函数 的 性 质 . 
命题 ? ”矩阵 指数 函数 有 下 面 的 性 质 : 
U 车 矩 阵 4 各 是 可 交换 的 ( 即 48 一 54 ), 则 


ed 十 如 = et eB, 


2) 对 任何 害 阵 #4, 指数 函数 et 是 可 道 的 , 生 


《ea) 一 e 4 
3) 车 P 是 一 个 非 奇异 的 阶 矩 阵 , 则 
enkP — petp-l. . 


证 明 ”和 留 给 读者 ，1 


一 
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2%2 党 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 的 基 解 矩阵 


现在 ,我 们 可 以 利用 年 阵 指数 函数 求 得 常 系数 齐 次 线性 微分 
方 称 组 的 基 解 矩阵 ,从 而 得 到 它 的 通 解 . 

定理 4 ”矩阵 指数 应 数 g(z) = er4 是 常 系数 齐 次 线性 微分 方 
程 组 (2. 2 的 一 个 标准 基 解 矩阵 , 即 B(x) 是 基 解 答 阵 旦 下 (07 一 吾 

证 明 ”在 自 变量 z 的 任意 有 限 区 间 上 , 易 知 矩阵 指数 函数 


ed 一 下 十 z4 十 六 和 十 | 十 贡生 十 …… 
是 下 收 化 的 ,而 且 可 以 利 用 腔 项 微分 法 风 ， 得 到 
AB) EU 2 zt—1 ， 
2 ie 十， “+ + 
一 4 十 zh 十 而 性 十 TEA ) 


一 4e*4 一 APDLr). 

这 说 明 B(z) 是 (2. 2) 的 一 个 解 拭 阵 . 

另 一 方面 ,由 于 $60) 二 ,所 以 det@B(0) 一 1. 这 就 证 明了 gz) 
是 (2.2) 的 一 个 基 解 短 阵 , 旦 是 标准 的 ，】 

把 定理 4 应 用 到 定理 3, 并 注意 到 命题 2 中 的 结论 1) 和 2),; 则 
江 即 可 得 

推论 3 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (2. 1) 在 区 间 (a,8} 上 
的 通 解 为 

了 一 er4 十 ben rsds, (2,47 


其 中 上 为 一 任意 的 常数 列 向 量 ; 而 (2, 1) 满足 初 值 条 件 yz 一 yo 
的 解 为 
¥ yo i eC sYds, 《2.5》 


其 中 吉 E to,5), | 
现在 ,我 们 要 进步 解决 的 问题 是 ,这 种 用 矩阵 无 穷 级 数 定 义 


rp ， 
rr er 
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的 指数 函数 。, 蚌 否 可 以 用 初等 冰 数 的 有 限 形式 表达 出 来 . 如 果 
可 能 的 话 , 应 该 汶 样 计算 它 呢 ? 让 我 们 先 看 下 面 的 两 个 例子 . 
【 例 1】 假设 


+ | 


[2 en 


【 例 21 息 设 


试 求 er 人 
解 ”容易 看 出 ,矩阵 4 可 以 分 解 成 两 个 年 阵 之 和 
4 一 百 十 了 
0 :0 | 
其 中 下 一 | 。 ， 为 单位 纸 阵 , 订 z 一 | 。 | 为 村 夫 矩 隆 (中 它 
的 某 一 方 等 为 零 气 阵 )， 由 十 单位 年 阵 己任 一 是 阵 是 可 交换 的 ， 则 
由 命 态 2 的 1) 可 知 


了 


一 EXE 十 区 一 ork pt 《2. 6) 


另 一 方面 ,利用 例 工 的 结果 ,对 于 单位 矩阵 书 , 我 们 有 
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再 利用 稳 零 答 阵 的 人 性质 可 得 : 
zE 一 jt 
ezz 二 十 |, 0 于 |。 gj te (2.8) 
:0 | | | 
-+|， 中 = | 小 


由 此 看 出 , 寡 零 矩阵 的 指数 函数 展开 式 实际 上 是 一 个 有 限 和 , 这 是 
我 们 解雇 问题 的 关键 所 在 . 

这 样 , 员 要 把 缚 果 (2. 7) 和 (2. 8) 代入 (2. 6) ,最 后 就 得 到 

1 £ _ fe wer 

0 | | 
它 已 是 初等 沙 数 的 有 限 形式 . 1 

我 们 对 入 2 进行 如 此 组 致 的 分 析 , 是 因为 它 的 方法 有 普遍 意 
义 ， 大 家 知道 , 任 一 矩阵 4 在 相似 变换 下 都 可 以 化 成 它 的 约 当 
(Jordan) 标准 型 7 ,而 .的 每 一 约 当 块 又 都 可 分 解 成 矩阵 i 和 一 
个 桥 零 官 阵 之 和 . 因此 , e*! 可 以 表 成 初等 函数 有 限 和 的 形式 ， 另 
-一 方面 ，e* 和 和 喧 之 各 可 以 由 命题 2 中 的 结论 3) 建立 联系 ， 下 面 
我 们 就 对 刚才 的 说 法 进行 详细 的 论证 . 


er4 一 er 


2.3 利用 约 当 标 准 型 求 基 解 矩阵 


根 柚 一 般 钱 性 代数 教科 书 的 结果 ,对 于 每 一 个 = 阶 矩 阵 4, 存 
在 ” 阶 非 奇 描 第 阵 2 ,使 得 . 
本 一 PTJP-1， 
其 中 
J 


3 2. 常 系 数 线 性 微分 片 程 组 167 


为 约 当 标准 型 . 假设 约 当 块 
| 1 


| Mi 
J 二 本 
， 1 
A 


是 和 阶 的 [| n)， 则 J 有 如 下 
分 解 式 : 


i 二 | 十 -1 » 
Mi oi 
其 中 右 侧 第 … 个 矩阵 具有 的 形式 ,市 第 二 个 矩阵 是 星 等 的 ( 它 
的 下 次 车 为 零 矩 阵 ?， 出 于 扬 阵 .和 与 任何 第 阵 玫 可 交换 ， 因 此 用 
例 2 的 方法 容易 得 出 


| 0 1 1 
“ 
0 
0 0 1 ) 
| 
区 . 1 二 
. 0 
| 
0 0 :| 
| 
CE : | 
0 
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由 此 得 到 它 的 初等 隧 数 有 限 和 的 形式 , 即 


| 于 2 
2 1 tn; — 1)! 
| 了 一半 
i 
er = et! ， 2) 
市 
| 


了 


. Er 
另 一 方面 ,出 命题 2 中 的 结论 3) 可知 
ed 一 app 一 perp 1， 《2. 10》 
公式 (2. 10) 提供 了 实际 计算 方程 (2. 2) 的 基 解 矩阵 e 近 的 .一 个 方 
法 . 舅 外 ,利用 PP 的 可 道 性 和 在 $1 中 的 推论 2, 我 们 知道 ez4P 也 是 
C2.2) 的 -一 个 基 解 矩阵 ,而 且 由 《2. 10) 得 到 
erdp 一 Pe™, C2,11) 


亦 即 


《2. 12) 


其 中 全 二 上 2 mY 由 22.93 给 出 . 
愉 52.11) 或 (2. 12) 来 求 (2. 2) 的 基 解 第 阵 , 与 42. 10) 相 比 ， 
可 以 避免 求 递 算 阵 并 减少 一 次 定 阵 乘法 的 运算 . 尽 营 如 此 ,站 约 池 


FE 全 Yi 
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标准 型 7 及 这 渡 矩阵 了 的 计算 量 一 般 仍然 很 大 ,所 以 有 必要 寻找 
材 较 简 便 的 次 代 太 法 . 现 讨论 如 下 - 


2.4 待定 指数 函数 法 


现在 ,我 们 可 把 上 面 的 理论 分 析 所 得 到 的 形式 人 2. 12) 应 用 于 
待定 系数 法 ,直接 求 得 方程 人 2. 2) 的 相应 基 解 矩阵 .首先 ,由 于 拖 
阵 4 的 约 当 标准 型 依赖 于 它 的 特征 根 的 重 数 ,我 们 将 区 分 两 种 不 
同 的 情形 ; 

《一 ) 4 只 有 单 的 特征 根 

设 4 的 特征 和 根 和 六， 加，…， 加 殊 为 单 祖 , 因 此 它们 互 不 相同 , 则 

的 约 当 标准 型 J 就 是 一 个 对 角 第 阵 , 由 (C2. 11) 和 例 1 得 到 相应 的 
基 解 矩阵 


和 


Br) = er4P 一 ?| 


注意 ,56(0?》 一 P. 由 此 可 见 

er4 一 Bz) BC0). (2. 13) 
有 因此, 癌 题 归于 如 何 确定 泄 阵 P, 令 nm 表示 哺 的 第 : 列 的 向 量 , 则 基 
解 算 阵 


DE) = | err ，ecerro es | 
它 告 诉 我 们 廊 避 (2.2) 有 如 下 形式 的 解 ; 
er 
其 中 是 一 个 待定 的 常数 询 向 量 . 下 面 的 引 理 给 出 了 - :个 求 一 的 
方法 . 
引 理 6 微分 方程 (2. 2) 有 非 零 解 了 一 eor， 当 日 仅 当 、 是 邱 
隆 4 的 特征 根 , 且 + 是 与 1 相应 的 特征 向 其 . 


EE ere + -rasmucc 
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证 明 ”用 直 接 代入 法 准 出 : y 二 er 是 微分 方程 C2. 2) 的 解 ， 
当下 舟 当 
evr 一 dehriry YE u,b). 
它 等 价 于 求 齐 次 线性 (代数 ) 方程 组 


(4 一 三 r=n 


的 非 零 解 +， 即 与 4 的 特征 根 * 相应 的 桂 征 向 量 、|1 
定理 5 设 * 阶 矩阵 4 有 # 个 互 不 相 网 的 特征 根 入 加， …， 
为 ， 则 矩阵 函数 
二 (x) 一 on, | en| 
是 (2.2) 的 -个 基 解 算 阵 ,其 中 碟 是 4 的 与 和 相应 的 特征 向 量 . 
证 明 由 3 引 理 6, 名 (2z) 是 方 得 (2. 2) 的 解 和 矩阵. 另 --- 方 面 , 由 


线性 代数 的 结果 ,对 应 于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 组 是 线性 无 关 的 ， 
所 以 


det® 0 = det| Lo ra = 


肯 由 定理 2 可 知 ,@(z) 是 微分 方程 42. 2) 的 一 个 基 解 矩阵 ，1 
【附注 43 利 果 引 理 6 的 结果 种 定理 5 的 证 明 方 法 容易 看 
击 , 定 理 5 的 结果 可 以 得 到 加强, 即 我 们 有 
定理 5* 设 r,…,r， 是 矩阵 4 的 x 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 , 则 短 阵 函数 


1 
Dr) = le , +., er | 


是 方程 组 (2. 2) 的 … 个 基 解 第 阵 , 其 中 二， …， 为 是 第 阵 4 的 与 1， 
…r， 相应 的 特征 根 , 它 们 不 必 互 不 相同 1 

虽然 定理 5* 的 结果 强 十 定理 5, 但 它 的 应 用 却 不 如 定理 5 那 
样 亦 快 ,问题 在 于 ; 当 第 阵 4 有 重 的 特征 恨 时 ,我们 并 不 知道 4 
和 否 仍 有 z 个 线性 无 关 的 特征 向 景 . 在 很 多 情况 下 ,这 是 一 个 复 类 的 
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问题 . 
【附注 21 虽然 4 是 实 拖 阵 , 但 它 可 能 有 ( 共 箔 的 ) 复 特征 
根 , 从 而 定理 5 中 的 矩阵 @(z) 可 能 是 复 的 . 但 是 ,容易 看 出 , 当 4 为 
实 矩 阵 时 ,和 窍 阵 e4 是 实 的 . 因此 ,我 们 可 以 利用 公式 (2. 137 ,从 复 
矩阵 下 (xz) 得 到 所 需 的 实 基 解 矩阵 ex: 
不 过 ;由 于 在 公式 (2. 13) 中 顺 要 计算 逆 和 矩阵 -1(0), 这 在 应 
用 上 并 不 是 太 方 便 的 (特别 当 » 较 太 时 ), 下 面 再 介绍 -- 个 从 复 值 
解 求实 值 解 的 方法 . 
设 微分 方程 (2, 2) 有 一 个 复 值 解 
¥: CO er) yer). 
则 利用 在 方程 (2. 2) 两 俩 取 共 罗 的 方法 (并 注意 到 和 矩阵 4 是 实 的 } 
易 知 ,yi 的 其 思 
Ja Oo Hr) -- ry 


也 是 (2.2) 的 一 个 复 值 解 ， 从 而 它们 的 实 部 
uz) = 村 (加 十 罗 ) 
和 并 部 
wD) 二 让 (一) 


都 是 方程 (2. 2) 的 实 值 解 . 这 样 ,我们 从 一 对 共 轿 的 复 值 解 可 以 得 
到 两 个 实 值 解 . 而 且 不 难看 出 ,用 这 种 方法 可 把 解 矩阵 BCz) 中 的 
所 在 复 值 解 都 搞 成 实 值 解 ,最 后 得 到 = 个 线性 无 关 的 实 值 解 . 

【 例 3】 ” 求 微分 方程 组 


5 一 28 一 18 
汉 一 一 1 5 3| 
3 — 16 一 的 
的 通 解 
解 容易 算出 
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因此 , 算 阵 4 有 特征 根 丸 二 0, 入 一 1 和 为 一 一 1. 通过 简单 的 计 
算 可 知 ,与 它们 相应 的 特征 向 量 可 以 取 为 


一 2 2 3 
用 Ts 一 性 四 
1 


一 工 —1 
3 
a 二 Cld 


Tl 三 » FT: 二 


因此 ,所 求 的 通 解 为 
一 2 2 
1 


2 


y 一 加 上 ©; 


所 7, 


1 2 
1 


上 
其 中 Cl， Cc 和 ca 为 任意 带 数 ,| 
{ 例 4 ”求解 微分 方程 组 


dy 1 1 
全 -| C2.14) 


解 ” 易 知 
det{ 4 一 48| 一 和 一 2 十 2. 
因此 和 矩阵 4 有 特征 根 丸 =1++i 和 如 =] 一 区 而 且 相 度 的 特征 


向 量 可 分 别 到 为 
1 了 
-= |， “一 | 
所 以 解 第 阵 可 取 为 
: eltis jetl—i)r er ie™ 
Bl) 一 | ietl+i)r | ; | 


这 是 一 个 复 值 算 阵 ,， 代 人 (2 13) 式 ， 可 得 实 的 基 解 怎 阵 
=r '(0) 


er te 1 1 —i 
=pr + —— 
° 记 让 一 讶 21—i 1， | 


| Cosx Si 
er | , 


一 .Sinzr cosx 
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出 此 可 以 得 到 (2.14) 的 通 解 
y=) «| 


其 中 Cc 和 C， 是 任意 常数 . 
现在 ,我 们 顺便 利用 本 节 附注 2 的 方法 ,从 复 值 解 提取 所 需 的 
实 值 解 从 上 面 的 @(z》 可 以 看 出 , 它 的 第 一 列 


,| sinz 
3 了 
\ COST| 


sinz 
7 ， C2.15) 
COST 


3 


这 COSI 
|- 2 一 sin 和 二 
是 一 个 复 值 解 .因此 , 它 的 实 部 和 虑 部 


COST 


"| 


Sinz 
¥ 一 eT 


# 二 -| . ， | 
一 sinx COSY， 


是 二 个 线性 无 关 解 ,由 此 同样 得 到 通 解 (2. 15). 注意 , 的 共生 


. | sinz 


CoOsT 


Le 


一 Sinx i | cosz 
盟 没 在 Cx) 中 出 现 , 但 它 与 B(x) 的 第 二 列 只 差 一 个 因子 i 1 
《二 ) ”A 有 重 的 特征 概 . 
假设 矩阵 4 的 醚 不 相同 的 特征 根 为 入 ,，…， 和 ,而 相应 的 重 数 
分 别 为 正 整 数 霹 ，……, ns， (Cw 十 … 十 zs 一 2). 在 4 的 药 当 标准 型 
J 中 ,与 为 相对 应 的 约 当 氧 可 能 不 止 一 个 ,但 这 些 约 当 所 的 阶 数 之 
和 为 让 ,在 一 To 从 (2.12) 式 可 以 推出 ,在 (2.2) 的 基 解 潜 
阵 er4P 的 所 有 列 向 量 中 ,与 各 相关 的 nw 列 莉 县 有 下 列 形式 
y= 十 证 十 到 十 人 二 | 
(2. 16) 
其 中 (i 一 0.1 ym; 一 1) 是 维 常数 列 向 量 . 下 面 的 引 理 给 出 
确定 诸 rj 的 方法 . 
引 中 了 设 是 给 阵 4 的 mi 重 特征 根 , 则 (2.2) 有 形 如 (2. 16) 
的 非 零 解 的 充 要 条 件 是 : r 是 齐 次 线 狂 代数 方程 组 


(4— xB) "r=0 (2, 17) 


re 
rr 
na 和 re er "二 cr 4 
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的 一 个 非 零 解 ,而且 (2. 16) 式 中 的 1，…, ra -1 是 由 下 面 的 关系 
式 逐 次 确定 的 : 


C2. 18) 


EEELELLEELELTETL ST 


ya 一 | 一 (4 一 如 Tad 


证 明 ”假设 微分 方程 组 <2. 2》 有 形 如 (2. 16) 的 非 零 解 , 则 把 
《2.161 代 六 (2.2> 后 得 到 


ri 十 … 十 


Cane 一 131 Ta 1, 


2 一 全 | 


Zz 
Ti 十 十 a 


消去 ex*， 即 得 
(4 一 am 十 羡 re 十 .十 
亚 训 
nt Tt 、 
比较 z 的 同 次 等 系数 可 得 
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亦 即 


| nl 
(4 一 48| Li 


| 由 一 入 | “io = 0. 


因此 , r。 是 C2. 17) 的 非 零 解 ( 否 则 , (2. 16) 是 (2.2) 的 零 解 ) ,而 
ris rs ral 满足 (2. 18). 注意 ,在 ro， Ts es Tat 中 只 有 前 m 
个 是 非 零 向 量 ,以 后 的 全 是 零 向 晤 ,其 中 mr 可 能 是 1,2, 等 等 ,但 最 
多 是 ni， 

以 上 的 推理 过 程 可 以 全 部 倒 推 回去 . 从 而 引 理 得 证 上 

现在 ,我 们 需要 线性 代数 中 的 如 下 结果 , 它 的 证 明 可 见 一 般 的 
代数 教程 . 

命题 4 设 矩 阵 4 的 互 不 相同 的 特征 根 为 各， 入，**…*， 轩 ， 它 
们 的 重 数 分 别 需 R25 Ns 十 开 十 一 十 ns 二 nn); 记 % 维 
常数 列 向 量 所 组 成 的 线性 空间 为 上, 则 

1) F 的 子 集合 


m= {rer|(a— nel"r—o) 


是 矩阵 4 的 mG 二 1,2,… ;5) 锥 不 变 子 空间 . 并且 
2) 了 有 直 和 分 解 
”一 户外 产生 … 和 和 1 
下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 ， 
定理 8。 设 " 阶 实 信 常 妙 矩阵 4 在 您 成 让 豆 不 相同 的 特征 根 


是 加， 知 ，"… 加 ， 相应 的 重 数 分 别 为 1 ne， ,Not (hi 十 天 2 十“ 
十 me 一 ?出 沼 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 (2. 2), 即 


一 - 
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有 基 解 定 阵 PCz) 为 


er P11 EY sy ee CEY ;ep Co Pa (rz) |， 


£2, 19) 
其 中 
PO = ro + EPO Er 
’ 11" 2 Ca 1 
《2. 20) 


是 与 和 相应 的 第 ;个 向 量 多 项 式 (i = 1,2,… ,ss j 二 1,23 yi)， 
而 re? 9 mso 是 齐 次 线性 代数 方程 组 2， 17》 的 证 个 线性 无 
关 解 ,县 ra 人 DG 二 12 63 jj 二 429g 太一 12 一 1 上》 
是 把 rp 中 代 夫 (2.18) 中 的 re 而 依次 得 出 的 mx 
此 外 , 当 所 得 出 的 86z) 是 复 往 时 ,可 利用 本 节 峡 注 2 所 述 的 
方法 从 ECz) 提取 实 慎 基 解 矩阵 . 
证 明 ”由 引 理 7 可 和 盯 , 在 (2. 19) 中 所 阵 gz) 的 每 一 列 都 是 
《2. 2) 的 解 . 因此 ,我 们 只 人 须 证 明 Cz) 的 各 列 线性 无 关 即 可 .及 
(2.19) 和 {2. 20) 不 难看 出 


有 


(0) 一 [ee mae)| , (2.21) 


由 命题 4 的 1) 可 知 ,我 们 可 以 适当 选取 {rj 中 ) ,使 得 相应 于 同一 
个 下 的 io 和 ao 是 线性 无 关 的 :再 由 痛 题 4 的 2 可 见 , 挎 阵 
250) 中 的 各 殉 构 成 了 = 维 线性 空间 了 的 一 组 基 ,从 而 detg(0) 天 
因此 ,G(x) 是 微分 方程 (2. 2) 的 一 个 基 解 矩阵 < 见 定理 2). | 

【 例 51 。 求解 方程 组 


T3 1 0 
dy 一 
4 一 8 一 了 
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一 4 一 1 一 4 0 
4 一 8 一 2 一 
一 一 以 十 2) (4 一 17?， 
所 以 4 有 单 章 特 征 根 二 一 2 和 二 重 特征 根 入 二 1. 
对 于 六 一 一 2, 可 以 算出 


5 1 0 1 0 0 
[4 一 2 下 = 一 4 1 0 一 |o10 
1 -8 0 0 0 0 


《上 面 的 符 对 ~* 表示 对 矩阵 施行 初 后 行 变换 的 过 程 ), 因此 与 和 
相应 的 特征 向 量 可 取 为 

0 

1 


对 于 二 重 特征 根 % == 1, 可 以 算出 


2 1 0 

(人吉 -| -2 0 

4 一 8 一 3 

因此 ,方程 | 4 一 8] r = 8 有 二 个 线性 无 关 的 解 为 。 


31 一 


3 


0 0 0 
0 0 0， dt 


28 44 9 


11 3 
ro 一 一 了 中 和 和 2 一 一 后 " 
0 20 


把 它们 分 别 代 入 (2. 18) ,并 注意 4; = 二 2, 就 可 得 到 


2 1 0 11 15 
ri 一 一 二 一 三 0 一 了 一 30 
4 一 8 一 3 0 100 
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2 1 011 3 
rz |] 一生 一 了 0 


0 
—6 | ， 
4 一 8 一 | 20 0 
把 以 上 结果 代入 《2. 19) 式 , 可 得 到 一 个 基 解 矩阵 
0 《]1 十 1952》8s Ber 
二 (5) 一 | D 【一 了 一 30r)em — er|. 
起 2 1 0Dzer 20ex 


因此 ,所 求 的 通 解 为 
其 中 5 为 任意 常数 列 向 量 ， 这 个 通 解 也 可 以 改写 成 下 面 更 清晰 的 
形式 


0 11 十 15z 3 | 
y= 0r er 十 站 | 一 ?了 一 30r| 本 十 的 | 一 Bler， 
1 100z 20 | 
英 中 CeCs 和 co 是 任意 常数 -人 
f 例 61] 求解 方程 组 
-5 一 10 一 20 
2 一 5 5 1 y 
2 4 9 
解 。 由 于 
deil 4 — 48 = 一 (4— 5)(% — 44 十 5), 


所 以 4 有 单 重 特 钙 根 5 和 单 重 共生 复 符 征 根 2 十 i 与 2 一 i 求 出 

与 这 三 个 特征 根 相应 的 特征 向 量 , 并 把 它们 分 别 作为 列 向 量 ,就 可 

得 到 一 个 基 解 矩阵 

_ Des 《3 十 iyet2t i (3 一 Nets—ie 
[四] 《2 et2to: (2 二 ell—Dr|., 
a 一 9p(2+iz 一 Det2—i}r 


采用 本 节 附 注 2 的 方法 ;从 (x) 的 第 二 (或 第 三 ) 列 提 取 实 部 与 虚 


三 (YY 一 
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部 ,再 与 第 一 列 合 在 一 起 ,就 得 到 一 个 实 基 解 矩阵 


一 2a5z {3cosx 一 Sinzyyezz {cosr 十 3sinr)e2z 
市 (x) 一 0 (2co8x -| sinzyJe2zr 【一 eosz 十 oo 
e5 一 2coszec 一 2sinze2 
(也 可 以 直接 验证 ， 
一 2 3 1 
detS(0) 一 0 2 一 1 
1 一 2 0 


不 等 于 零 . 》 所 议 , 所 求 的 通 解 为 
了 一 Sr)e, 
其 中 为 三 维 的 任意 常数 列 向 量 ， 放 
[上 例 73] 求解 方程 组 


2 2 0 
dy dO 一 1 1 六 《2. 22) 
dx 

0 D 2 


解 ”容易 看 出 ,上 面 的 矩阵 4 有 单 重 特征 根 一 1 和 二 重 特征 
根 2, 固 此 可 用 重 5 的 方法 求解 .但 是 ,我 们 可 以 充分 利用 矩阵 4 的 
特点 , 肥 用 较 简 捷 的 方法 ， 例 如 /注意 到 (2. 227 的 第 三 个 (分 量 ) “ 
方程 是 


各 一 2gs， 
因而 很 容易 求 得 
ys = Cie2’, 
把 它 代入 到 第 二 个 方程 ,得 到 
de 一 一 六 十 局 ez ， 


dz 
这 是 关于 加 的 一 阶 线性 方程 ,可 求 出 它 的 解 


ys = Ce 了 十 #0 e2z， 
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& 2 
如 一 28 十 20r ez 十 0 ez ， 


同样 可 求 得 它 的 解 


yl 一 人 e2z 一 50 ea 十 0 Ee e27. 


这 样 ,方程 组 (2. 22) 的 通 解 为 


一 cd| 一 
ra 


其 中 Ci C2 和 Cs 是 任意 常数 


习 题 8-: 


1. 求 出 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 C2. 2) 的 通 解 ,其 中 前 矩阵 4 分 别 为 : 


号 4 
《1L 7 | EF 
5 有 2 


2 


一 5 一 10 — 20 
(人 | 5 5 中 
2 4 9 


和 二 


8 2. 常 系 数据 性 油分 方程 组 -18] 


可， 


1 1 1 1 
1 1 .1 —1 
KB) » 
1 —1 1 一 1 
1 一 1 一 上 | 1 


2. 求 出 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 组 (2. 1) 的 通 解 ,其 中 : 
2 1 ] 
(也 4=|。 直 -| 中 


0 GC 一 下 COSRTI 
C2) |， ]. rp 一 人 EF 


DI Binaz 


2 一 1 0 
£3) 4 一 |， rx) = |， 
1 D0! Der 


2 1 —2l 2 一 六 
dh A= I—1 0 ， Fr) 一 0 : 
1 1 一 1 1 一 z 


一 工 1 0 上 嫩 
£5) 4= 0 一 1 C1|,， rx) = lI2x1, 
0D 0 一 工 工 


3. 求 出 微分 方程 组 (2. 1) 满足 初 值 条 件 (0) = 一半 的 解 , 其 中 ， 


1 0 
1 — 2) 二 


D 一 名 史册 2 
(2) 4 | |， xD 一 | ]， "| EF 
0 ‘dd 


《1) 4= 


2 3 
《3) 4= | ， 下， GD) 一 | s | ， 9 一 | 0 

2 —1 一 20osx 0 

16 14 38 [一 2e-= "] 
(4) 4 一 | -9 一 7 -中 ft2) 一 | 1 二 |01. 

一 4 -4 一 1 De 时 
科 逢 红 分 方 各 组 


和 四 -人 全 
其 中 a 和 5 为 实 常 数 ,而 且 3 关 人 


马 证 明 ; 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 组 (2, 2) 的 任何 解 当 * 一 oo 时 都 趋 于 
零 , 当 且 仅 当 它 的 系数 矩阵 4 的 所 有 特征 根 都 具有 负 的 实 部 . 
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$3， 高 阶 线性 微分 方程 


本 节 讨 论 仅 含 一 个 未 知 函 数 y= 二 ylx) 的 2 阶 线性 微分 方程 
yD ay 十 ar) Oo f(r), 
(3. 1) 
其 中 a C20， …, oa(z) 和 了 (zx) 都 是 区 间 4 < 之 x 二 5 上 的 连续 函数 . 
当 (x) 兰 0 时 , 称 (3. 1) 为 非 章 次 线性 微分 方程 . 与 (3. 1) 相应 的 
齐 次 线性 微分 方程 是 
yD YD a 十 mt 一 0 3,2) 
如 上 -… 章 $2 所 指 山 的, 如果 引进 新 的 未 知 函 数 


1 (3. 3) 
则 方程 (3, 1) 等 价 于 下 面 的 线性 微分 方程 组 
Y= 4(z)y 十 f(z)， (3. 4) 
其 中 
加 
Ei 
一 | | ， f(r) 一 : 
: 0 
Ea fr) 
各 
0 1 0 0 
D 0 1 0 
AC(x) = ; 
[0 0 D 1 
— att) a Or) Oa) 


而 齐 次 线性 微分 方程 (3. 2) 也 相应 地 转换 成 
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全 一 ACr}y. (3. 
他 


这 样 一 来 ,本 章 前 两 节 的 结果 都 可 以 应 用 到 方程 组 (3.5) 和 
(3, 4) 上 来 . 而且, 利用 这 时 4(z) 和 ffz) 的 特殊 形式 ,我 们 能 够 获 
得 某 些 进一步 的 结果 . 然后 ,在 有 关 欧 向 其 公式 中 ,只 要 到 第 一 个 
分 量 , 就 可 得 到 方程 式 (3. 2) 和 (3. 1) 的 相应 结果 . 特别 ,微分 方程 
《3. 1) 满足 初 值 条 件 

gfzo) = gos Fs) = hp Dr = gor 


的 解 在 区 间 a 之 x 所 5 上 存在 而 且 唯 一 . 


3.1 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 理论 
假设 ( 纯 量 ) 函数 组 
PF, pal 2 Pe 1) ， 3.6) 
分 别 是 齐 次 线性 微分 方程 (3. 2) 的 x 个 解 , 则 由 (C3. 3) 式 可 得 到 方 
程 组 (3. 5) 的 个 相应 的 解 为 


ptr) etz) ||, Tu) 
Pi" (2) Pe Pa’ Cr) 
| | pa 2) gn (rz) 
(3.7) 
它们 的 朗 斯 基 行 列 式 为 
gitzy q(t) “0 ‘a(t) 
ze) 
rz) 一 各" Cz) pe’ CI Pe’ Cz 
Pr) pa DE) ee Cy) 
四 (3. 8) 


注意 ,在 上 面 的 行列 式 中 ,从 第 二 行 开 始 的 各 行 都 是 由 第 一 行 元 素 
逐次 求 导 而 得 因此 , 它 事实 上 是 由 第 一 行 元 娄 所 决定 的 . 所 以 ,我 
们 也 把 (3. 8) 称 为 ( 纯 量 ) 函数 组 (3. 6) 的 庆 斯 基 行 列 式 . 
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同样 道理 ,利用 关系 式 (3. 3) 容易 得 出 下 面 的 命 古 ， 
命题 5 方程 (3, 27 的 解 组 (3. 6) 在 a 二 zx 二 5 上 是 线性 无 关 
(相关 ) 的 , 当 且 仅 当 由 它们 作出 的 向 量 东 数组 (3, 7)( 它 是 方程 组 
(3. 5) 的 解 组 ) 在 a 过 x < 二 43 圭 是 线性 无 关 ({ 相 关 ) 的 .1 
现在 ,我 们 可 以 把 §1 对 齐 次 线性 微分 方程 组 得 到 的 两 个 定 
理 自 然 地 转述 到 高 阶 方程 式 的 情形 . 
定理 1* 齐 次 线性 微分 方程 (3. 2) 在 区 间 4 < 二 + 之 5 上 存在 
# 个 线性 无 关 的 解 . 如果 这 «个 线性 无 关 的 解 如 (3. 6) 所 示 , 则 方 
程 (3. 2) 的 通 解 为 
¥ = Cp) 十 … 十 Cun C7), 
其 中 Cj，…，cs 为 任意 常数 ，1 
定理 2* 方程 (3. 2) 的 解 组 (3. 6) 是 线性 无关 的 充 要 条 件 为 
它 的 朗 斯 基 行 列 式 (3. 8) 在 区 间 a <* < 上 恒 不 为 零 ( 而 且 这 等 
价 于 WC(z) 在 这 区 间 内 的 某 一 点 的 值 不 等 于 堆 ) | 
和 方程 组 的 情形 一 样 ,我 们 把 齐 次 线性 微分 方程 (3. 2) 的 4 个 
线性 无 关 的 解 称 为 一 个 基本 解 组 . 定理 1 ”肯定 了 基本 解 组 的 存 
在 性 ,而 定理 2* 告诉 我 们 怎样 判断 一 个 解 组 是 否 为 基本 解 组 . 
【附注 13 ”借助 于 微分 方程 (3. 5) 中 矩阵 4(zx) 的 特点 , 即 
ttAC7) 二 一 a(z), 在 1 中 的 刘 维 尔 公 式 (1.9) 现在 就 取 较 简单 的 
形式 ; 
Ws) = Wo) eh Ve ca cr) (3. 9) 
其 中 Wlz) 是 方程 (3. 2) 的 解 组 (3. 6) 的 朗 斯 其 行列 式 (3. 8) ,而 
zo 各 (9,68), 值得 注意 的 是 当 # 一 2 时 ,从 方程 (3. 2) 的 一 个 非 零 解 
可 以 利用 (3. 9) 而 导出 它 的 通 解 , 请 看 下 面 的 例 玉 . 
了 例 1 设 y= 9(z) 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
wir tt any=0 .. , 《3.10) 
的 一 个 非 零 解 ,其 中 ptz) 和 glx) 是 区 闻 a < b 上 上 的 连续 薄 
数 , 则 方程 (3. 10) 的 通 解 为 
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一 [二 去 zt ee], (3.10) 
其 中 0, 和 cs 为 任意 常数 ， 
证 明 《为 简单 起 见 ,我 们 设 一 p(x) 在 区 间 a 之 x 之 5 上 便 
不 为 零 (一 般 情形 见 本 节 习 题 4). 设 y = ytx) 是 方程 (3. 11) 的 任 
一 解 ., 则 由 刘 维 尔 公 式 (3.9) 得 出 
色 多 
Pp 叶 
(其 中 常数 天 0), 亦 即 
py 一 Ce 一 jaaa 
以 积分 因子 十 乘 上 式 两 端 ,就 可 推出 
轩 | 多 | 一 © ole 
oy Ea 


一 Pe™ 人 cea 


P| 
积分 上 式 , 就 可 得 出 (3. 11), 上 

现在 ,我 们 把 1 中 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 常数 变易 公式 
应 用 到 方程 (3. 1) 上 来 ,得 出 下 面 的 结果 . 

定理 3* 设 p(z),…,， gelx) 是 齐 次 线性 微分 方程 (3. 2) 在 
区 间 = 二 zx < 之 5 上 的 一 个 基本 解 组 ， 财 非 齐 次 线性 微分 方程 (3. 1) 
的 通 解 为 


区 一 Ci 十 十 Cs) + Pp* Cr), 《3. 127》 
其 中 C01, …" ,Cs 是 尾 瘟 种 数 ， 而 
WW. 
ge (2) = Sim) | DFC (3. 13) 


是 方程 (3. 1) 的 一 个 特 解 . 这 里 WC(z) 是 pz2)，…， qn(z) 的 朗 斯 
基 行 列 式 (3. 8) ,而 Wr(x) 是 W(x) 中 第 & 行 第 * 列 元 素 的 代数 余 
地 式 ( 换 名 话说 ,是 用 (00… 0 1)” 替换 到 Cz) 的 第 # 列 后 所 得 到 
的 行列 式 )， 

证 明 “对 于 与 (3. 1) 和 (3. 2) 分 别 等 价 的 微分 方程 组 (3. 4) 
和 (3.5) 应 用 定理 3, 得 到 公式 (1.21) ,其 中 基 角 第 阵 BCz) 是 由 逆 
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址 序数 组 C3. 7) 作为 列 向 量 所 组 成 的 . 然后 , 取 51 21) 的 第 一 个 分 

量 , 就 得 出 (3. 12) 式 , 余下 来 ,只 需要 证 明 (1.21) 中 的 向 量 冰 数 
P(r) [ -1Cs) FCs) ds 

的 第 一 个 分 量 就 是 由 53. 13) 给 出 的 郴 数 mp” (x)， 事实 上 ,利用 方 

程 组 C3. 4) 中 f(z) 的 特殊 性 ,我 们 有 


『 PI D1 Cds 


¥ # Wi(s) 0 
人 Wets) :js 
WSY | -oo 0 
Wa) (f(s) 
PDIFY a nr) Wits) 
¥ 3 2 
= | S| ee | ;| 
关 “-- * 1 Wts) 


显然 ,上 式 中 的 第 -一 个 分 量 就 是 由 (3. 13) 给 出 的 函数 wm" (zx). 《我 
们 在 上 面 笼统 地 用 * 表示 无 需 写 出 的 元 素 .) 【 
例 旨 洪 已 知 二 阶 线性 微分 方程 
十 pir) 二 gr)y = fr) ‘3. 14) 

的 相应 齐 次 方程 的 二 个 线性 无 关 的 待 解 ¥ 二 gu(z) 与 # 二 名 (x)， 
试 求 它 的 通 解 . 这 里 z(z) ,qlz) 和 fz) 都 是 区 间 a 之 4 < 之 上 的 
连续 函数 . 

解 直接 用 公式 (3. 12) 和 (3.13), 就 可 得 到 方程 (3. 14) 在 
区 辐 &@ 之 ww 之 5 上 的 通 解 为 


， 7 ps pt) 一 Px) ps) 
y= COPLEY Cpatr) 十 | PCS pa ts) 一 pelsI pr Ca C3)ds, 


， 3. 18) 
其 中 CG 和 区 为 任意 常数 .. | 
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为 了 使 读者 加 深 对 高 阶 线 性 方程 的 常数 变易 法 的 了 解 ; 我们 
用 它 来 重新 推导 (3. 15) 式 . 
我 们 知道 ,与 (3. 14) 相应 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
3 十 Or) 十 Cpe {zr), 
其 中 Ci 各 为 任意 常数 . 现在 假定 非 齐 次 方程 (3. 14) 也 有 如 凸 形 
式 的 解 ,但 其 中 Gi 和 Cs 变易 为 * 的 函数 ; 即 
y= Cm) Crp). C3.16) 
求 导 一 次 ,得 到 
y= Ci C2) + Cre ga C(x) 十 Cr Ca pr) + Ca Cr) gs (2). 
在 上 式 中 令 
CC gl7) 十 Cs (zpatr) = D0, Ca, 17) 
(与 (1. 19) 式 相对 照 ,并 注意 1Cx) 前 * 一 1 个 牙 量 都 为 零 , 可 以 看 
雪上 面 的 假定 是 合理 的 . 》 则 有 
# 一 Oi) pr (z) 十 Celz) ye! (2). (3.18) 
再 求 导 一 次 ,然后 把 所 得 结 昌 联 同 (3. 16》 和 (3. 18) 代入 微分 方程 
〈3. 14) ,可 以 推出 | 
Cir) pi (7) 十 Oz' Ce) pe! C2) = Fz): (3.19) 


把 (3.17) 和 (3 了 97 联 李 : 可 以 衣 一 


coutzy 一 一 2, Ou (2) = PT CY ee 


积分 上 式 , 再 把 得 到 的 CCzy 和 co(z) 代 回 到 (3. 16) 式 中 ,整理 后 
就 得 到 (3. 15) 式 ， 上 


3.2 常 系 数 高 阶 线性 微分 方程 


现在 讨论 x 阶 线性 常 系数 微分 方程 
ya 《3.20) 
和 相应 的 齐 次 线性 方程 
Ca) 十 gs 十 十 全 -十 mg 一 (3, 21) 


其 中 is "ry dn.: 是 实 常数 ,而 了 (7 是 区 间 a 过 关心 四 了 上 的 寞 值 连 
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续 函 数 . 1 
我 们 已 经 知道 ,整个 讨论 的 关键 是 设 落 求 出 齐 次 线性 徽 分 方 
， 程 (3. 21) 的 一 个 基本 解 组 . 为 此 , 先 把 (3: 21) 转化 为 齐 次 线性 微 
分 方程 组 ,然后 应 用 上 一 节 的 结果 ,并 在 向 量 式 中 取 第 一 个 分 重 ， 
就 可 得 出 (3. 21) 的 相应 铺 果 ， : 

利用 变换 (3. 3) 引进 与 y 相关 的 染 知 函数 yy，…, 加， 则 方程 
(3: 21) 等 价 于 常 系数 齐 砍 线性 微分 方程 组 


Y= 4y, (3. 22) 
其 中 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 D 
着 二 
0 0 0 0 ] 
in Tl 2 一 和 一 人 1 
(3. 23) 
注意 矩阵 4 的 特征 行列 式 为 ” 
2 一 1 0 0 0 
. 0 4 一 ! 0 .0 
det| 加 一 4 一 | oemceeoe ee se ee ee ， 
0 0 0 入 
fm Gnx—!l 夺权 一 了 A 外 十 和 
(3. 24) 
因此 ,得 阵 4 的 特征 方程 为 


det| 4BE 一 4 一 知 才 上 和 -十 十 吧 - 十 本 一 0 
(3. 25》 
这 惟 是 把 微分 方程 (3. 21) 中 的 y 中 都 换 威 六 -全 二 0,1,…,#) 所 
得 出 的 代表 方程 . 所 以 ,方程 (3. 25) 也 叶 作 微分 方程 (3, 21) 的 特 


8 3、 高 防线 性 微分 方程 189 


征 方 程 - | 
定理 6* 设 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (3. 21) 的 特征 方程 
《3. 25) 在 复数 域 中 共有 s 个 互 不 相同 的 根 加, …, ,而 且 相 应 的 
重 数 分 别 为 和，…，m， (0 十 … 十 和 一 起 则 梢 数组 
ez ， ze 和 mr, i XI lM ere ; ph, ha 四 Te ler 
C3. 26) 
是 微分 方程 (3. 21) 的 一 个 基本 解 级. 

证 明 ”我 们 只 须 找 出 方程 组 (3.32) 的 一 个 基 解 护 阵 ,使 它 的 
第 一 行 沧 素 愉 为 (3. 26). 

由 于 行列 式 (3. 24) 右上 和 角 的 * 一 1 阶 子 式 取信 1 或 一 1, 所 以 
矩阵 | 28 一 4 的 各 一 1 阶 行列 式 的 公 因子 是 1; 从 而 低 于 4 一 1 
的 各 阶 行 列 式 的 公 因 子 都 是 1. 因此 ,在 4 的 约 当 标 准 型 了 中 相应 
于 特征 根 hx 的 约 当 块 只 有 一 个 ,从 而 它 是 mu 阶 的 ,并 有 如 下 的 标 
准 形式 


处 
= 2 外 
] 
入 | _ 
CF 二 1, ,85). 息 设 化 4 为 约 当 乏 准 型 7 的 过 渡 矩 为 P, 并 且 
前 和 机 
. J | 
AP = P=P ， 3. 27) 
ds 
则 我 们 可 以 断言 ,和 撑 阵 了 = [p53) 的 第 一 行 元 素 满足 下 面 的 性 质 : 
Pim 天 0， 《7 一 1,2，…%s)， C3. 28) 


其 中 MR 一 ] ,mm 一 十 1 事实 上 ， 
车 某 个 pm 一 0 , 则 由 矩阵 4 的 特殊 形式 (3. 23) 及 (3.27) 式 易 知 ， 
PP 的 第 nm 列 元 素 都 等 于 零 , 这 与 过 渡 摔 阵 P 的 非 青 蜡 性 相 予 秆 . 
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现在 利用 (2. 127 和 C2. 9) 式 不 难看 出 ,方程 组 (3. 22) 的 基 解 
矩阵 er4P 中 的 第 一 行 元 素 依次 是 


. 1 .4.I 
. i 
Dm Es E+ ppm eT 着 其 re 十 = Pre， 
1m) 对 » Im Li en 站 1714 
3 
ze —lg 并 
人 = 上 zx 下 了 am 
其 已 十 re 和 并 如 基 ze” a 一 .- 
Pim,e ， Pim, “ee ne Ut 


其 中 * 表示 常 信和 系数 . 把 上 式 与 (3. 26) 相 比 较 ,容易 看 出 : 史 要 利 
用 条 件 (3. 28) 和 齐 次 线性 微分 方程 解 的 琶 加 原理 《8 1 的 引 理 1)， 
就 可 以 对 矩阵 eAP 进行 适当 移 初 等 列 变换 ,依次 消去 在 第 一 行 中 
含 * 的 各 项 ,从 而 得 到 方程 (3. 22) 的 另 一 个 基 解 甜 阵 , 而 它 恰 以 
《3. 26) 为 其 第 一 行 元 素 ， 1 

【附注 2】 ， 当 特征 方程 (3. 25》 有 复 根 时 ， 它们 必然 成 对 共 
郑 出 现 ,向 (3. 26) 中 与 之 相应 的 复 值 函数 也 将 成 对 共 扳 出 现 . 此 
时 采用 在 $ 2 中 附注 2 所 说 的 提取 实 部 和 虚 部 的 方法 ,就 可 得 到 
相应 的 实 值 解 . 

[ 例 3 求解 微分 方程 

"2 = 人 0. 
解 ”利用 (3.25) 式 可 得 特征 方程 为 
和 一 起 一 2 一 (4 十 173(4 一 2) 二 0， 

因此 特征 痕 为 0, 一 1 和 2, 它们 均 汶 单 根 , 由 定理 5* ,方程 的 一 
个 共 本 解 组 是 


所 以 方程 的 通 解 是 
Oe: Oe. | 
ff 例 4] ”求解 微分 方程 
yD 一 38C0 Byr 一 dyr 十 3 — y= 0. 
解 ”特征 方程 为 
知 一 8 和 十 6 和 8 一 4 乱 十 纺 一 1] = (1 一 了 (十 1) 二 0， 
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因此 尺 二 1 是 二 量 特征 根 , 而 站 二 土 i: 是 一 对 共 郝 复 娄 ;我 们 得 到 
一 个 基本 解 组 
Er, Ter, TIEr, er e 开 。 
取 复 值 解 
e+ 一 cosy + i sinr 
的 实 部 和 碟 部 ,就 得 到 两 个 实 值 解 cosz 和 sinx, 它们 与 原 有 的 太 
个 实 值 解构 成 了 一 个 实 的 基本 解 组 . 所 以 , 原 方程 的 通 解 是 
y= CO Car + Ca xie Ccosr 十 Cs Sinz， [ 
【 例 51 求解 微分 方程 
+ y= f(x), (3, 29) 
其 中 六 守 0 是 常数 ,而 了 (x) 是 区 间 a < 之 4 过 8 上 的 连续 函数 . 
解 。” 由 于 相应 音 次 线性 微分 方程 的 特征 方程 是 
入 士民 一 0 
不 准 按 上 向 的 方法 求 得 齐 深 方程 的 个 基本 解 组 
PICT)》 = cosfr, gr) 一 Sinpx， 
然后 ;利用 常数 变易 公式 (3. 15) ,在 区 间 na < 一 二 得 到 所 求 的 
通 解 为 


y 一 0 cospr 十 Cs sinfiz 十 广 上 (6]sinBKz 一 sday (3°13) 
ro 


一 般 而 言 ， 我 们 可 以 先 应 用 定理 6* 求 出 齐 次 线性 微分 方程 
(3. 217 的 一 个 基本 解 组 ， 然后 再 应 用 公式 (3. 12) 和 (3. 13) 得 到 相 
应 的 非 齐 次 线性 微分 方程 (3. 20) 的 通 解 .但 是 , 当 了 (x) 到 某 些 特 
殊 形 式 时 ,我 们 可 以 觉 人 经 验 推 知 相应 特 解 p* (x 所 具有 的 形式 
〈 它 的 理论 依据 见于 节 ). 然后 ， 根据 这 种 预测 的 形式 ， 再 利用 待定 
系数 法 来 确定 这 样 的 特 解 -. 
例如 ,假设 方程 (3. 20) 中 的 非 齐 次 项 
fx) 一 PmCzJem， 
共 中 PCz》 表示 x 的 m 次 多 项 式 , 则 (3. 20) 具有 如 下 形式 的 特 解 
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Pp” (Cr) 一 oem , 
其 中 % 次 多项式 如 (rz) 的 系数 待定 . 当 产 不 是 方程 63. 21) 的 特征 
根 时 ,把 上 述 形式 的 特 解 mw* (z) 代入 相应 的 方程 (3. 20) ,就 可 确 
定 Qmtx) 的 系数 ,从 而 最 后 得 到 所 求 的 特 解 w* (z); 当 是 % 重 特 
征 根 时 , 则 须 令 | 
Pp* (x) = ZOm CT es, 
又 如 ,假设 
ffz) 一 [Amt{z)cospr 十 品 (zy)sinpz]em， 
其 中 各 (z) 和 BCx) 分 别 是 z 的 wm 次 和 坎 儿 项 式 , 则 相应 特 解 的 
形式 是 
p* Cx) = HO (zr)cospz 十 Da Cz) sinpr Je™, 
其 中 的 非 灸 整数 是 a 土 站 作为 方程 (3. 21) 的 特征 根 的 重 数 ( 当 a 
士 让 不 是 特征 根 时 取 4 一 0),# = max(m, 人 站, 而 x 次 多 项 式 Ca lx) 
和 Datz) 的 系数 等 定 ， 
【 例 8 ”求解 微分 方程 
了 十 3 六 十 3 十 ?一 esf 一 5)， 
解 ”特征 方程 为 
节 十 38 庆 十 双 十 1 = 二 以 十 1) 一 0， 
它 有 三 重 特征 根 4 一 一 上 因此 , 设 方程 有 特 解 
十 je 一 《qza 十 br')e “， | 
其 中 常数 4 和 5 待定 . 把 它 代入 微分 方程 ,得 出 
《pa 十 248z)e Oo (ro Be *, 
由 此 推 知 


所 以 , 原 方 程 的 通 解 为 


# = (0 十 Caz TF Oar? 一 百科 十 pri | 


【 例 73 求解 微分 方程 


we 


pt etm 
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久 十 笠 十 特 一 oos2r， 
解 ”特征 方程 为 
虹 十 42 十 4 一 27 二 0， 
它 有 二 重 特征 根 % 一 一 2. 居 此 , 设 方程 有 特 解 
y* = cos2z + b sin2s, 
其 中 常数 a 和 6 待定. 把 它 代 入 原 方 程 ,得 出 
Bb cos2r 一 Ba Sin2z 一 eos2z, 


上 出 此 推 知 


所 以 , 原 方程 的 通 解 为 
少 一 《el 十 Cazle- 上 十 Bsin2s. | 
在 某 些 情 形 下 ,类 似 于 代数 方程 组 的 消 元 法 ;我们 可 以 把 密 个 
未 知 函 数 的 线性 微分 方程 组 化 为 其 中 某 一 个 未 知 函数 的 高 阶 微分 
方程 来 求解 、 
【 例 93 ”求解 线性 微分 方程 组 


dz - 
一 


dy 
dt 


解 ”从 第 一 个 方程 可 得 
y= 二 Cz 一空), (3. 30) 


把 它 代入 第 二 个 方程 ,就 得 到 关于 z 的 二 阶 方程 式 


一 2z 一 护 


村 十 9rz 一 0. 
不 难 求 出 它 的 一 个 基本 解 组 为 
rl cost, zs = sinat, 


把 z 和 zz 分 别 代 入 (3.30 ,得 出 yg 的 两 个 相应 的 解 为 


-iy 
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#1 一 六 (ecos3t 十 3sin3tl ， yz 一 Csingt 一 3c0s37). 

由 此 得 到 原来 微分 方程 组 的 通 解 为 
1 “| ,| Sco0s3 
\ yi 加 "| ovae 十 3sin 3 


其 中 上 和 Cs 为 任意 常数 .| 


psin 3 | 
gin3t — 3cos3i * 


习 是 6-3 


1 汪 明 薄 数 引 | 
(0) - x Ce) 6， 当 z 实 位 
TT 0， 当 x< 0 Pe x2， 当 z 捞 器 


在 区 间 ( 一 2,0》 上 线性 无 闫 ,但 它们 的 朗 斯 基 行 询 式 恒 等 于 零 , 这 与 本 节 的 
定理 2* 是 省 六 盾 ? 嫩 果 不 矛盾 它 说 明了 什么 ? 
2. 试 证 命题 5. 
3. 考虑 徽 分 方程 
四 “ 喧 十 z(z 站 一 小 
{1) 设 y 二 plr) 与 y= 二 7) 是 它 的 任意 两 个 解 ， 试 证 ?62) 与 pix) 
的 六 斯 基 行 列 式 恒 等 于 一 个 常数 .. 
《2) ， 设 已 知 方程 有 一 个 特 解 为 zy 二 er, 斌 求 这 方程 的 通 解 ,六 确定 
4 一 人 
4. 考 左 微分 方程 - 
十 ptzYy 二 gt2)y 一 用 {393.31) 
其 中 p(z) 和 q(z) 是 区 间 7: a 之 :之 上 的 连续 阔 数 . 四 
(1) 设 y 一 9(z)》 是 方程 (3. 31) 在 区 间 /上 的 一 个 非 零 解 ( 即 mw(z) 在 
区 问 7 上 不 慎 等 于 零 ), 试 证 m(z) 在 区 间 I 上 只 有 简单 零点 ( 即 ,如 果 存 在 mc 
I, 使 得 giro) 二 90, 那么 必 有 tro) 关 人 0. 并 由 此 进一步 证 明 , gtx) 让 任意 有 
限 闭 区 间 . 上 至 这 有 有 了 痕 个 零点 ,从 而 每 一 个 等 点 都 是 弧 立 的 . 
(2) “在 例 工 中 ,对 -一般 的 情形 证 明 丰 应 的 结论 - 
5, 投 确 数 utr) 种 ztr) 是 方程 (3. 31) 的 一 个 基 汶 解 组 , 试 证 ; 
(1) 方程 的 系数 函数 .Cz) 和 9(z》 能 由 这 个 基本 解 组 叭 -- 地 确定 . 
{2) u(x) 和 zz) 没有 共同 的 零点 . 


pp PE Pre 
- Eee pr 
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6. 试用 常数 变易 法 证 明定 理 3* 、 
7 设 欧 拉 方 程 . . 
2 十 Gy cy = 0, 
其 中 ma， on 都 是 常数 、 试 把 它 化 成 常 系数 的 齐 次 线性 微分 方程. 
8. 求解 有 阳 尼 的 器 秘 振 动 方程 


和 2 十 > 此 + 如一 0， 


其 中 mr 和 都 是 正 的 常数 . 并 就 4 三 * 一 4 亚太 于 ,等 于 和 小 于 零 的 不 同情 
况 . 说 明 相应 解 的 物理 意义 ， 
9. 求解 弹 移 振子 在 无 阻尼 下 的 强迫 振 动 方程 


严 引 十 姻 二 pooset， 
其 中 m:tvp 和 心 都 蚌 正 的 党 数 并 对 外 加 频率 地 A/ 二 和 wu- \/ 上 两 种 


不 同 的 情况 ,说 明 解 的 物理 意义 . 这 里 /上 是 弹 筑 振 子 的 固有 频率 . 
10. 求解 下 列 常 系数 线性 被 分 方程 : 
(1) w+ m2y= 2 HD = DOD, #0 = 1 
4 — iy — by = jeer : 
"4 2 = 3 dln2r; 
(a) By CO— dy 二 0; 
(5) yr — 2 — Sy + 108— 0; 
(BY ww Oo Sar Mey — oy = 0 
C7) yo dy 十 8 一 sy 十 路 一 入 
(8) ys oy 十 六 一 人 
(9) yO 十 2 十 yy 一 sinz，y(0) = 1, (00 =—— 2, (0) = 3， 
(0) = 0 
(10) yy= 2 HOD = = 0 = 1; 
{11 wo 2¥ + 2y = dercosr, 
(12) yr — Sy + by = C2 一 7 了 je 一 =; 
C13) zw 二 Bry 二 + 13 = 0, (ri 0), 
{14) C2r+ Dy dt27 + Dy +y=0. 
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* $ 4. 算 子 法 和 拉 氏 变换 法 简介 


4.1 算 子 法 
从 上 一 节 的 过 论 中 我 们 已 经 知道 为 本 求解 党 系数 线性 微分 
方程 . . . 
yo gay = f(z), 《和 1) 
我 们 只 需 先 解 相 应 的 特征 方程 ,再 得 出 齐 次 方程 的 一 个 基本 解 组 ， 
然后 由 定理 3” 得 到 (4. 147 的 通 解 ,其 中 的 特 解 w" (x) 是 用 常数 变 
易 公 式 计算 的 , 对 于 某 些 特 殊 形 式 的 f(x}( 例 如 儿 项 式 , 指 数 函 
数 , 三 角 函 数 ,或 它们 乘积 的 组 合 ) ,我 们 期 望 有 较 简 便 的 方法 . 例 
如 ,在 33 中 后 一 部 分 的 待定 系数 法 本 节 将 要 介绍 另 一 种 更 简 
捷 的 解法 一 一 算 千 法 .请 读者 记 住 ， 我 们 本 党 的 目的 只 是 求 出 方 
程 (4. 1) 的 任何 一 个 特 解 . 


和 


以 及 与 (4. 1) 相应 的 算 子 多 项 式 
LD:= m++ap! 十 … 十 本 一 雪上 十 mm， 
则 54. 1》 可 以 写成 如 下 形式 : | 
LD)y 一 f(r). . (4. 2) 


对 于 微分 方程 (4 2) ,我 们 令 记号 ZF) 表示 它 的 任 一 
解 ,这 样 就 有 
LD | F031 | Fer). 
困 此 ,在 形式 上 可 以 把 zd5; 看 作 是 CD) 的 道 算 子 . 
需要 注意 ,给 定 微 分 方程 (4. 1) 后 , 算 子 多 项 式 LCD) 和 函数 
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f(z) 就 都 是 确定 的 . 但 函数 了 57(z) 却 不 是 唯一 确定 的 ,事实 上 ， 
它们 可 以 相差 到 相应 齐 次 方程 LCD)s 一 0 的 任何 一 个 解 . 由 于 我 
们 的 目的 只 是 求 出 方程 (4. 2) 的 任何 一 个 特 解 ,因此 这 里 将 不 顾 
及 这 个 差别 ,而 按 方便 行事 . 本 节 中 的 大 部 分 等 号 都 是 在 这 个 意义 
下 成 立 的 ， 
直接 应 用 风 出 引 进 的 概念 容易 验证 下 鲁 的 两 个 公式 ， 
公式 1 Tis) 一 [ryas, 


1 i 
让 fC) -| [rae ( 取 4 次 不 定 积分 ). 


-f(z) = er lio, 
< 其 中 为 常数 ) | 
由 线性 算 子 LCD) 的 性 质 , 不 难得 到了 Ep3 元 D3. 的 出 个 性 质 ; 
性 质 1 ”对 于 任意 的 常数 “和 6, 我们 有 
FU mC?) 十 P(x)) 二 a yt") 十 pa)， 
性 质 2 设 LD)》 = CDYLi(DP)， 则 


公式 2 


re Fn pC je 
1 


先 通过 一 个 简单 的 例子 ， 的 公式 
[ 例 11] ” 求 微 分 方程 
ye 2 


的 一 个 特 解 . | 
”和解 ”因为 相应 的 微分 算 子 5F(D) 一 开 一 有 一 DC 一 日 所 以 
我 们 得 到 一 个 特 解 

sp + 2) [5 Te 十 22 | 


ee ep EE Ph hi EE pe tr 1 
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一 让 [ee 十 2=)az| 一 广 [ze 一 2tx 十 1)] 


—{£— le rir 2). 4 
为 了 求解 类 型 更 广泛 的 微分 方程 ， 下 面 再 介绍 儿 个 公式 ， 并 给 
出 证 明 . 
公式 3 设 ? 为 常数 ， 则 
EES LS)] = er EOF 
公式 4 设 工 (D) 二 (D0 一 DCD)， () 隆 0，s 沪 0《( 即 
?是 。 重 的 特征 根 ), 则 
站 
PD) 一 DO 
特别 地 , 若 s 一 0( 即 ?不 是 特征 根 ) ,出 我们 有 


六 er : 
公式 4 x 7 DA. 


公式 5 设 L(D) == C02 十 B82)"CD); (iB) 0,s 沁 9 ( 即 
土语 是 s 重 特征 根 ), 则 


1 2 8 


Ho 一 se CogsT py) 
元 一 npr 一 区 —Im ee 
ty) 号 上 CB 《88 
特别 地 ,我 们 有 


公式 5* 车 LD) = MCP) 目 s=0, 即 LG8) = M(— pF) 
天 0,， 则 有 


1 eospz 

HIST HO BY 
1 singr 

rT HC RY 


证 角 ”上 先 设 LCD) 一 了 一 as， 而 = 为 常 教 . 则 可 先后 利 四 徽 商 
的 公式 和 算 子 的 定义 ,得 到 
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le] 


十 “DF | 


一 ez 人 (六 十 一 oj]= ef (7), 
因此 ,我 们 有 
Ds] = or 


FF fC). 【4 3) 

一 般 地 , 设 LD 二 一 0)(D 一 8a)wm(D 一 qm) 为 上 在 复数 
咸 中 的 分 解 式 ( 其 中 可 能 有 相同 的 因 式 )， 则 由 性 质 ! 和 2, (4. 3) 
式 ,以 及 归纳 法 推出 


1 _rerrezy] 一 1 
rel )] CD aD op le te] 


1 
D+F— otD+iy— a (D+ yo qr) 


一 已 


zy》 


《TY) 


pe 


所 以 公式 3 成 立 . 
1 、 
在 公式 3 中 敢 f(x) 三 1, 并 注意 FJ 1 = 冯 0 (这 里 假设 


1 
到 DT 态 / 


2103 关 0) 和 声 1 一 三 C3 二 0,1,-…}), 便 可 推出 


1 1 1 1 
pp 
Hp TT FDIFD! BoDTFy) 

wml! ex 1 zee 


PL Ep sb’ 
所 以 公式 4 成 立 . 
最 后 ,在 公式 4 中 取 ? 一 记 ， 并 注意 LCD) 一 (DP 十 1(D) 
一 (一 8 六 (DD 十 硼 六 LCD), 则 有 
Tseifr 


1 az 二 
LOD) EA 


Pr 
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在 等 式 两 侧 分 别 取 实 部 和 上 巾 部 ,就 得 到 公式 5. 上 
【和 研 注 11] 从 公式 5* 可 以 看 出 ,只 有 工 (D) 一 时 (PP) 而 且 
。 一 0 时 ,在 Decospz (或 也 jsinBz) 的 表达 式 中 才 仅 有 包含 
cospx (或 sinBx) 的 项 ;否则 ,会 cosfx 和 sinpz 的 项 可 能 同时 出 现 . 
在 用 待定 系数 法 假定 特 解 的 形式 时 ,这 是 应 该 特别 注意 的 ， 
人 例 23 求解 下 列 微分 方程 : 
{1) (CD — 3 4)y = 3e 十 e2ri 
(C2) {D+ Di oy = cos2r; 
{3) CD — 8D dD — 2 = cosz 二 & sinzs 
解 (LD 二 也 一 38 十 4= 0 一 2) (D1)， 
利用 公式 4* .公式 4 和 性 帮 1 可 得 


1 1 1 
DD 一 万 一 25 十 19 一 229， 


elt 一 ep2 
LONDY {Pp — 22D 1) 


ll 1 
TH D3 86°: 


租 利 用 性 质 1, 得 到 特 解 


,1 
?7 一 工 (D) 


另 - -方面 ,由 上 节 定 理 6* 可 知 , 相 应 齐 次 线性 方程 的 通 解 是 
y= Ce ?+ (C0: 十 Csr)e2z。 
所 以 , 原 方程 的 通 解 是 
zy 一 ie 十 |eca 十 Car 十 邱 | e2z 十 Te, 
其 中 ,Cc 和 C; 是 任意 常数 . 
《27 下 (D) = D+ 22) = MP. 注 
意 ,M( 一 4) 一 10, 所 以 由 公式 5* 推 得 一 个 特 解 为 


2 
(3ez 十 ezz) 一 了 er 十 > 
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1 1 
ys = rT 一 行 ccs2z。 


再 加 上 相应 齐 次 线性 方程 的 通 解 ,就 得 出 所 求 方 程 的 通 解 为 
yg = Ce Cet + Cacos v2 7+ Csin vir 十 证 cos22. 
(3) 因为 LD 一 成 一 3 十 4D 一 2 一 (D 一 凡 ( 一 2D 十 
2), 浙 以 相应 的 特征 根 为 1 和 1 士 利用 公式 4* 推 得 


1 ww er eT 1 3 
ED LD Ti 1 
在 上 式 两 侧 取 实 部 即 得 
Feosz 一 1 一 下 cecsz 十 3sinz) 
再 利用 公式 4( 此 时 取 ? 一 1 十 + 和 3 一 1) 推 得 
1 el 二 ir 一 . 1 ecl+ir 
LD) [2 一 51 十 上 [PP 一 (0 一 如 一 1) 
一 元 :ed+5 一 一 总 ed+ar， 
在 上 式 两 侧 取 虚 部 即 得 
ECsine 一 一 Desinz. 
这 样 ,我 们 得 到 谭 方 程 的 一 个 特 解 为 
¥” 一 FO (eosr 十 ezsinzy 一 下 (Ceosz 十 3sinz) 一 ersins , 
而 原 方程 前 通 般 为 
y= Oe 二 Cercosr 十 【Cs 一 esine 十 1 (easz 十 3sinz) ， 


其 中 心 ，c。 和 Cs 为 任意 常数 .| 

当 了 tx) 是 多 项 式 时 .为 了 用 算 子 法 求 微分 方程 (4. 1) 的 特 解 ， 
我 们 还 需要 下 而 的 会 式 ， 

公式 4 TO") 一 记名 CD)Jatz)， 
其 中 rakz) 是 x 的 mw 次 多 项 式 ; LCD 一 PFCD) 目下 (0) 天 0， 市 
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BD) 基 把 上 (D) 搜 呈 的 升 术 排列 后 用 遥 带 多项式 除 法 寺 踪 1 在 
第 各 十 1 步 上 得 到 的 次 式 ( 它 是 了 D 的 mm 次 多 项 式 ). 
特别 地 ,车 s 二 05 即 二 (0) 了 去 0), 则 有 


1 
A : 一 
公式 呈 “ 有 人) 汪 mC DY fm tx), 


其 中 Qa(D) 是 以 5L(D) 按 石 的 升 震 排 列 后 去 除 1 时 在 第 ma 十 1 步 
上 得 到 的 商 式 . 

证 明 ”从 公式 6* 上 出 发 ,应 用 公式 1 和 算 子 多 项 式 的 性 质 1 直 
接 订 得 公式 6, 内 此 我 们 只 须 证 明 公式 6* 即 可 . 
由 假设 条 件 可 知 , 如 果 把 二 2) 看 成 通常 的 了 的 多 项 式 , 则 有 


1 RCD) 
ED MD) tt Lp)? 


其 中 RCD) 足 把 .cD) 按 5 的 升 究 排列 后 冉 按 通常 多 环 式 除法 去 除 
1 时 在 第 i 十! 步 五 所 得 的 余 式 :和 王 而 它 是 从 了 的 十 1 次 开始 按 
的 升 冬 排列 的 :个 多 项 式 . 上 式 可 以 改写 成 
1 = LOD DD) 十 RCD), 
由 于 算 子 多 项 式 的 加 法 利 乘法 运算 与 道 常 多 项 式 机 同 , 因此 下 式 
对 算 了 于 包 硕 式 也 成 六 , 把 上 式 喇 豆 邯 作用 到 fotz) 上 ,并 注意 
CDDYfmtz) 尝 0 就 得 到 
falr) = LCD LOmECD) alr) js, 
中 此 得 出 公式 6* .上 
附注 ?3 公式 3 一 公式 6 可 看 作 $3 中 待定 系数 法 的 埋 
诊 依 韦 ， 在 那里 我 们 对 常 系 数 非 齐 深 线 性 微分 方程 的 特 能 上 乓 , 太 作 
了 先天 的 假定 . 
【全 3j 求 下 列 微分 方程 的 特 艇 ， 
(1 3D Dy=r 1; 
(C2) 【2D2 一 3D +- By = rieos2r., 
解 (Li ED 一 玉 十 3p2 -一 D( 十 3D 一 1 以 一 1 
十 3 十 挛 去 除 1 ,在 第 4 步 上 得 到 商 式 人 %(D) 二 一 1 一 3D 一 10D: 
一 335. 利用 公式 6 得 测 原 方程 的 一 个 特 解 为 
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1 
FA 二 1)= 二 (一 1 一 3D 10D:— 33DY) (Cr 十 1? 


Co 2 gz 0x 1993》 


£1 
一 一 本 一 3z3 一 30z2 一 【99z。 


C2) ”0 一 2050: 一 3 十 8， 利用 公式 3 得 出 


“T=—e 


Zi 
: 元 而 7 LD 二 5 


1 2 
2D3 二 (3+ BD 6 


以 一 Bi 十 (一 3 十 8D 十 2 去 除 1, 在 第 3 上 上代 调式 
QD) 一 二 二 (一 证 十 SDp + (一 二 ++ ED’ 
国 此 ,由 会 式 6 得 到 


2 好 


LD — eg DY? 
za 工人 _1 
一 ee| 二 宇 十 (- LADstd 于 十 是 5] 
EC 人 


Fr 20082X 一 一 (于 十 到)cos2x 一 全 十 圭 : 十 全 ?sin2z 


最 后 还 要 指出 ,上 光 的 算 于 法 也 可 以 用 来 肖 常 条 数 非 开 次 线 
性 微分 方程 组 的 特 解 . 考虑 微分 方程 组 
Lt btD)ys 十 十 也 (一 六 (zy 
Lat DO 十 Let Dyz oT LontD)yn 一 f(z), 
LaiCDYy 十 La To Lon CD YY = fr(w), 
我 们 把 算 子 多 项 式 Lij(D) 看 成 2 一 1,2,…，a) 的 系数 ,并 记 
“系数 行列 式 ” 为- 


C4. 4) 
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ADY = 


LunntD) | wii Lan CD) 
则 直接 代入 方程 组 c4, 4》 ,就 可 以 验证 它 的 一 个 特 解 是 


7 = SD Ga) (4.5) 
其 中 44;(D) 是 4(D》 中 元 素 14y(D) 和 作 在 这 里 应 该 注 
意 (4.5) 中 的 运算 顺序 : 先 对 天 (x) 施行 运 Er 然后 再 施行 


运算 44j(D). 
【 例 41] 求解 微分 方程 组 
3 ] 0 {2x 
y+ | 0.. (4. 6) 
4 8 —2 er 


解 。 可 把 方程 组 (4.6) 改写 为 
(Do ny = 27) 
dy 十 《D + Dy = 0, 
— dn 二 8y: 十 (DT 2 一 时- 


抽 
DD D+2= (D+ D1), 
. 2 
了 2 rel re 
AutDY = D+ DD+T 2 ADY= #, AD}y= 4(D+ 9), 
An (DY = (Dr 2), A D)= #, AatDY=— 4C(2D— ?7) 
A CD) 一 六， dt #, AD)= DD: -2D+1, 


《其 中 的 * 表示 无 怖 算出 的 式 子 ). 把 以 上 结果 代入 公式 (4: 5), 就 
订 得 到 微分 方程 组 C4.63 的 … 个 特 解 为 
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y= 2x 十 6， 
ys = Bs— 16, 
ys = B6z 十 58 十 二 er 


最 后 ,再 加 上 相应 齐 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 ( 见 $2 例 5) ,就 可 
得 到 原 方程 组 (4. 6) 的 通 解 为 


oy 411 十 15x 
Le | e 十 Co 一 了 一 30z er 

] 100z 

3 2z 6 
+ Gl— 6|e+ 一 8z 一 1 了 |， 
20 36z 十 58 十 Ee 
其 中 C，c: 和 Cs 是 任意 常数 ， 
4.2 拉 氏 变换 法 


假设 函数 12) 在 区 间 Lo, co) 上 分 段 连续 和 归 合 参 朗 时 的 
无 穷 积分 


F(e) 一 re (4.7) 


收 化 , 则 称 函 数 PCs) 为 f(D 的 拉 普 拉 斯 变换 ,或 简称 为 拉 氏 变换 ， 
并 记 为 
Fls) = SC 
反之 , 称 #0) 为 PCs) 的 控 效 拉 斯 反 演 访 换 ,或 简称 为 拉 攻 六 变换， 
并 记 为 
fo) 一 Fa)). 
有 时 也 称 P(e) 为 象 函 数 ,而 称 f(t) 为 原 函 教 ，- 
， ”在 拉 氏 变换 的 一 般 理 论 中 ,假定 参 变量 s 是 复 的 . 但 是 ,我 们 
在 这 里 只 限于 讨论 。 是 实 的 情形 , 
读者 可 直接 验证 ,如 果 函 数 fct) 在 [0,co) 上 分 段 连续 ,而 且 


ETOP EW EE he mp ee ep 
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当 1 法 5 > 0 时 满足 不 等 式 
[FOD| SS Aer, C4.8) 
其 中 4 和 + 都 是 实 的 常数 ( 且 4 全 中, 风 了 C2 的 拉 氏 变换 (gs) 当 
s 之 上 时 存在 ， 
上 上 例 53 ”我 们 有 


sf 一 二 Cs > 0)s 


Le = 一 二， 人 > 四 
Se {ginet} 一 5 > 0); 
和 oosod) 一 和 2 (ss >0) 


证 明 由 (4.7) 式 ,直接 计算 可 得 

Fe 1d 一 工 ， (Cs > 0): 

Pe era = een ts, fs ao), 
当 s 闭 0 时 ,可 先后 利用 分 部 积分 法 ,推出 


上 sinetadt: 一 工 _ 也 | cosatat 
0 ww v 


一 工 一 | 三 | fe-* sinexat, 
Lr oy 中 . 


由 此 可 得 
加 , 由 
fe # sinmidt 一 Fo 
类 似 有 | 
be ema = Ha (> 0， I 


我 们 把 例 5 中 的 蛙 果 以 及 一 些 简单 的 计算 结果 列 旗下 表 , 以 
备 今后 查 用 . 
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表格 1 拉 氏 变换 简 表 
编写 大 函数/ 象 明 数 Fs) 
! 1 >) 
2 eat ,Cs a) 
引 一 三 
了 Binez 5 s+ Cs 0) 
人 3 十 旧 
由 
Rosa FT tw > 0) 
5 shat 二 二 Cs jay 
6 char i (sia!) 
TT 和 
? er sinbt Pep Er [#2 a) 
8 et cosbt rp Cs > a) 
有 了 
9 fa 是 正 啶 考 ) Fi， fa DY 
_ nl - 
10 entCn 姑 正 癌 数 》 Ct (sa 
| 
， 245 
11 £ Sinor | Ce aay" Cy OY 
总 一 要 本 
lz t Cosa! TT" te 0 
13 eat 5 一旦 
14 fa), ta 0) rc) 
站 ru 
15 【一 FO) Pm (Cs) 
Fisy 
1E 人 ea 
; ft 加 
17 一 六 Fis)ds 
18 fee a tT 0 eptsy 


为 了 用 拉 氏 变 接 求解 常 系数 线性 微分 方程 的 初 值 问题 ,我 们 


还 需要 下 面 两 个 重要 的 定理 ,其 中 第 一 个 的 证 明 容易 从 (#.7) 式 
直接 推出 , 故 从 了 略 . 
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定理 7 拉 氏 变换 经 及 其 道 变换 纪 -! 都 是 线性 算 子 , 即 
ECP DT Cf = CD!Y + Ce {f(t)}, 
EOF 十 CaP} = OE FD 十 Case {F(ts))}, 

其 中 C 和 es 为 常数 ，1 
定理 8 设 FD,， 记 COD ,了 0 一 Ct) 都 在 区 间 [0,cc) 上 
连续 , 击 且 分 别 满足 关系 式 C4,8), 即 存在 常数 4(> 0) 和 上 ,使 得 
[FD | EAR O00) (4. 9) 
《 闽 一 0 人 一 1)， 这 里 记 了 人 人 二 了 ;又 设 V0) 在 区 人 
[0,co) 上 分 段 连续 . 则 当 8 守 时 有 的， 了 -了 C0 的 拉 
氏 变 换 痢 存在 ,而 且 
FW) = sng {f(D} — 
[Lem iF(0) 二 sm-2F 0 + 二 FDC0)], (4.10) 
{(m = 工 ， 2 yy) 

证 明 ” 先 证 2 一 1 的 情形 . 由 于 f(D 满足 (4.3) {tm 二 人), 所 
以 当 s > 上 时 经 (17(D) 存在 ,因为 六 (bb 在 [0,co) 分 段 连续 ,所 以 
对 于 任何 常数 了 汗 了 ,在 区 间 (0,T3 内 六 只 有 有 限 全 间断 点 和， 
天， 考虑 积分 


[fer (tyat = 

0 

Pe (Oat freep at t+ ve + [ee Ou. 
oo 1 ™ 


对 上 式 右 映 各 项 分 别 作 分 部 积分 ,并 利用 7(9 的 连续 性 得 出 
fe (dt = Ce THT FC0)) 十 s [ess coa. 

| | (Cd. 11) 

由 不 等 式 (4.9) tm 一 0) 可 推出 

Je | A 7. 


从 而 , 当 s 之 上 时 我 们 有 


Hime F(T) = 0. 
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所 以 ,在 C4. 11) 中 令 了 一 oo, 就 得 到 绢 {f' (Dy} 的 存在 性 ,而 且 
AFD} = see {fCOO} FO). (4. 12) 
再 考虑 4 一 2 的 情形 , 此 时 上 面 的 推理 与 64, 12) 式 仍 然 成 立 . 
由 于 了 《9 连续 且 满 足 (4.9》 Cm 一 1), 而 六 (在 [0,cc) 分 段 连 
续 , 所 以 在 上 面 的 推导 中 以 天 和 产 (分 别 代替 FD 和 了 (就 
可 得 知 笃 { 久 人 9) 存在 ,并 县 
HFAD) = sse {F000} — FC0). 《4. 13) 
再 把 (4. 12) 代入 (4. 13) ,就 可 得 到 
ED) = we {FO 一 时 (0) 一 产 (0)， (4.14) 
重复 上 述 推 理 过 程 ,不 难 由 归纳 法 得 知 红 (19 二) 存在 ,并 
且 对 任意 正 整数 74, 公式 (4.10) 都 成 立 . 1 
现在 ,我 们 可 以 用 拉 氏 变换 法 来 求解 常 系数 线性 微分 方程 了 . 
【 例 6 求解 初 值 问 题 


2 
| Ty = sin2t, 


yO = 0 wd = 1, 
解 ”在 方程 两 侧 取 拉 氏 变换 ,并 利用 它 的 线性 性 质 ， 我 们 有 


| 如 上 Ly) = YL {sing), 


令 了 fs) = 到 (时 ， 并 对 上 式 堪 侧 的 第 一 项 应 用 54. 14) ,而 对 五 侧 
利用 表格 1, 得 到 


[eFCs) 一 syt0) 一 及 (07] 十 了 (s)] = 


再 把 给 定 的 初 值 条 件 代 入 上 式 , 我 们 推出 
ss 十 昌 
(8 十 1 十 4 
为 了 关上 面 的 象 函 数 ks) 得 到 原 函 数 yo ,我 们 把 上 式 右 侧 分 解 
成 简单 的 部 分 分 式 之 和 ，, 即 


_ 2 
s2 十 4， 


TS》 一 


Yts) 一 


5 2 
3(s2 1 8322 十 4 


216 第 六 章 ”线性 油分 方 积 组 


然后 ,通过 反 查 表格 1, 并 利用 定理 ? 得 出 
A = 1 上 2 | 


s 十 卫 3 5 十 2 


1 
一 sint 一 sirt2t, 


3 3 
亦 即 ,所 求 初 值 问题 的 解 为 
y(t) = Ssint 一 癌 sin24， (Oo 


(注意 ,这 也 是 初 值 河 题 在 一 ce 过 5 < co 上 的 唯一 解 .) 1 
【 鲍 71 求解 初 值 问题 
Wo— By dy — 2y = cost + el sint, 
yO0) = yo, yO = go 0) = yer 
解 “在 方程 两 侧 取 拉 氏 变换 (在 左 侧 利用 定理 8, 在 右 例 应 用 
表格 1) ,并 记 多 (ff 一 工 (s)， 得 到 
tssTfks) 一 sy 一 syo' 一 yo" | 一 SEs:YCs) 一 syo 一 yo! | 


8 1 
十 4[sY(5) 一 yo 一 27 (8) = 1 十 二 二 1 二 1， 
亦 即 
Yls) = yo 3 十 Coo 四 天 Sy0)s 十 《ao7 一 3g80" 十 43o7 
Cs — DLts— 1):+ 1] 
十 : = 十 
(es 一 1(s 十 1LG 一 1 和 3 十 加 一 DELGs 一 1 天 十 1 
2 pls— 1)+r 5 十 3 一 8 十 1 
一 T 十 Il om [iso 13 十 二 
其 中 
站 一 一 Byo 一 yo! 十 gor 十 也， 
8 一 一 加 十 2 一 下 一 可 (4. 15) 
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上 友 查 表格 1, 并 注意 表 中 第 .11 及 13 栏 的 公式 ,可 得 
2{8— 1}. 


22 {tet sint} 一 FE 一 1 十 T， 


所 以 YCs) 的 原 函 数 为 
yt = et 十 Pet cost ye: sint 十 To Ceost 十 3sini) 一 Fe sint ， 
| | (4. 16) 
其 中 m 5 和 vy 由 (4.35) 式 确定 . 容易 看 出 , (4 16) 不 仅 给 出 初 值 
问题 在 0 所 1< oo 上 的 解 ,而 且 给 出 在 一 c < 之 < ce 上 的 解 . 此 
外 ,如 果 yo; go 和 yo" 是 彼此 无 关 的 任意 常数 , 则 a, 8& 和 ?也 是 
彼此 独立 的 任意 常数 ,因而 (4， 16) 就 是 微分 方程 的 通 解 ， 
【附注 3】 ”从 上 面 的 两 个 例子 中 读者 可 以 看 出 ,用 拉 氏 变 
斤 法 求解 常 系数 线性 微分 方程 至 少 有 如 下 两 个 优点 : 
1) 把 关于 ?yo 的 微分 方程 转化 成 关于 象 消 数 了 (3) 的 代数 方 
程 ,从 而 容易 确定 了 (Cs), 剩 下 来 的 工作 只 是 通过 查 表 + 从 铭 函 数 
Yts) 求 得 原 函 数 区 ， | 

.2》 由 于 在 求解 过 程 中 已 同时 利用 了 初 值 条 件 , 因 此 用 拉 氏 变 
挤 求 得 的 解 是 初 值 问题 的 解 .如果 把 初 值 视 为 任意 常数 , 则 下 拉 氏 
变换 求 得 的 解 也 就 是 通 解 (参见 例 7), 但 是 ,如 果 用 一 般 的 方法 ， 
先 求 通 解 ,然后 利用 初 值 条 件 再 确定 通 解 中 的 任意 常数 ,那么 与 上 
述 拉 氏 变 换 法 相 上 比 , 计 算 量 要 大 得 多 . 

另外 ,用 拉 氏 变换 法 还 可 以 处 理 合 徊 断 的 强 过 函数 或 冲 量 函 
数 的 微分 方程 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [14] 或 [15]. 

, 象 在 算 子 法 中 应 用 公式 一 样 ,在 拉 氏 变换 法 中 应 用 查 表 可 使 
计算 简捷 ， 然而 这 也 限制 了 可 求解 的 微分 方程 需要 在 表格 有 效 的 
范围 内 . 此 外 ,把 象 炒 数 Y(s) 分 解 成 简单 的 部 分 分 式 , 仍 有 相当 的 
计算 量 . 读者 可 以 把 例 7 和 用 算 子 法 求解 例 2 中 的 (3) 进行 比较 . 

【附注 43 ” 用 拉 氏 变换 法 求解 微分 方程 ,要 应 用 定理 7, 定 
理 8 和 表格 1 等 ,而 应 用 这 些 结果 都 是 有 条 件 的 . 在 实际 求解 时 ， 
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与 其 验证 这 些 条 件 , 不 如 站 接 去 验证 得 到 的 函数 是 否 满 足 所 求 的 
初 值 问题 .事实 上 , 当 常 系数 线性 微分 方程 的 右 端 函数 连续 时 , 亡 
的 初 值 间 题 总 存在 着 唯一 解 . 因此 ,一 旦 得 到 了 这 个 (唯一 ) 解 ,就 
无 须 再 去 追究 求解 过 程 的 严格 性 , 例如 ,可 以 不 必 考 虑 条 件 (4.9) 
是 否 成 立 . 不 仅 如 此 , 解 的 存在 区 间 常 常 可 以 突 航 拉 氏 变 搞 的 曙 缚 
而 得 以 扩大 . 例如 ,在 例 5 和 例 了 7 中 应 用 定理 8 时 ,我 们 只 能 肯定 函 
数 芒 攻 在 区 间 [0,co) 上 是 所 求 初 值 问 题 的 解 .但 容易 看 出 ,实际 
疡 得 解 的 存在 区 间 都 可 以 扩大 为 (一 0% ,oo). 

为 了 从 乘积 形式 的 蒙 苞 数 Fi(syGCs) 来 求 出 相应 的 原 消 数 

{FOC} 我 们 还 需要 下 述 有 关 卷 积 的 概念 . 

设 阔 数 fo 和 500 都 在 [0,7) 可 积 , 则 称 积 分 


[re 一 er [或 人 erc 一 6a 


(0 安安 T) 为 请 数 了 (0) 与 g(t) 的 辣 积 ,并 把 它 记 为 fi x* g C0， 
定理 9 设 Flsy= (f(D}) 与 0(8) = 人 (gCOY 当 s 半 上 时 
都 存在 , 则 
1 SP(s)GKs) 上 = ft) x 900), (C4. 17) 
证 明 由 (4.7) 式 可 得 | | 


Fsts) = ef C0)d8 |e-mgCnan 
= Pewm( 上 人 ,e+ordeya 四 
=- fool ef 一 Dj a ( 作 变 换 4 二 十 六 
= Fe" hre 一 Dg6Dagj dt (交换 累 次 积分 次 序 ) 
= Pe" cca 4 


[ 例 8】 求解 初 值 问题 
| 十 wy 二 了 (@ 了 中 
yO) =y0, 0 一 区， 
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其 中 了 (0) 是 在 整个 实 轴 上 的 连续 函数 ， 

解 在 方程 两 侧 作 拉 氏 变换 (0 和 1 < eco)， 并 假定 了 (s) 一 
2 人 的) 和 Ps) 一 玫 好 人) 都 存在 ,我们 有 

《sz 十 orls) — syo — yo' = Fls), 
亦 郧 
Fs) 

sa 
上 式 右 俩 第 一 项 的 原 函 数 可 应 用 表格 1 中 的 第 3 和 第 4 栏 直接 查 
到 , 即 得 


FG) 一 292 证 歼 十 


写 


} 中 
< | 一 yo tos 十 sinox, 


而 第 二 项 的 原 函 数 则 需要 应 用 定理 9 的 卷 积 公式 (4. 17) 和 表格 | 
推出 : 


. Sl Ftsy) ;) 一 xco) wx 


: | 
32 十 0 
一 了 (的 * 二 sinc 


= 过 人 esined 一 Ede. 
所 以 , 初 值 问 题 的 解 为 
# 一 #0cosoxt 十 sinex 十 二 人 sinod 一 
其 中 解 的 存在 区 间 0 委 上 < co 可 自然 扩展 到 一 co <t 和 ce] 
利用 拉 氏 变换 法 ,还 可 以 求解 常 系数 组 性 微分 方程 组 的 初 值 
问题 . 我 们 通过 下 面 的 重子 来 说 明 这 一 点 . . 
【 例 9] 求解 初 值 问题 


dz . 

t= sinot, 
_ 归 _. oa 

z 一 如一 一 ?cosal， 


0 = 1 yt0) = 0. 


i eT ia 
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解 。 在 这 两 个 方程 的 两 侧 分 别 取 拉 氏 变换 , 记 (#8) = 
sefz 人 站) 和 了 Y(ts) 一 2 人 (的 } ,并 利用 相应 的 初 值 条 件 可 得 


0 
| sxX(Cs) 十 了 (s) 一 一 豆 守 琅 十 1， 


Cs) 一 SFrfs) 一 一 本 二 


由 此 可 得 到 
| __l1 Tr. Pstw 十 1) 
Cs) 一 二 | 一 et |， 
1 - TD 《4. 18) 
ee 上 一 一 ED 
! Tt = TT 82 十 or 


当 名 沽 1 时 ,可 将 上 滤 分 解 成 部 分 分 式 的 形式 ; 
_ 及 Fa EE 3 ' 
3 一 下 Tl |) 


;> z+!1l 再 OD Ey 
| YC%) + 了 和 ser)’ 


闲 比 , 友 查 表格 1， A 


| X(t) = eost 十 了 cos 一 COSOFY » 


£4. 19) 


了 sint 一 sinax)}. 


| ytt) = (Cp 1)sint 十 了 
当中 一 1 时 ,fd4,18) 式 成 为 

如 2ps 
| XO Trl (+ 


,，、 了 十 1 Zn ps — 1) 
| rt 
此 时 ,同样 可 反 查 表 恪 1 ,得 到 初 值 问 题 的 解 为 
sl) = cost — Ww sint,. 04. 20) 
yf) = sint + pt cost, 


《容易 验证 : 初 值 问题 的 解 人 44. 19) 或 (4. 20) 的 存在 区 间 都 可 
突破 拉 氏 变换 法 的 限制 而 自然 扩展 到 一 cc < 上 co 上 ) 1 


Ur 
ht 
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习 题 6-4 
1. 几 算 子 法 求解 下 列 问 题 : 

cy DT doy = Bsin2zr} 

【2) CP ly = sinr — Cos2rs 

(3) (pa D+ 10)y = es; 

4) CD — dD dyy := 2} 

(5) Cp BD By 一 ee | es 

{6) 《Da 十 48 一 rsin2x; 

(7) (CD: 4 2n + 1)y = shz; 

8) (CP? 一 2 十 2)y = rercosrs 

C9) P+ 二 Do 1 = er 
C07 CD 5D: TF 8D — dj)y = e237 2er + Se, 
Cl CD 3 + 40 — Dy = er + cosr: 
(C12) CD D+ DD y= cos2z + Cos3rs 
(13) (D+ 3D: — 4)y ers 
C4) CF 十 Dy = zaeosz; 
(15?》 CD 一 38 十 354 — Py = 71. 


2. 用 拉 氏 变换 法 求解 下 列 初 值 问 题 : 

yy y=0, y= 1 y0) 一 -1 
yy 二 = 0 y= 1, yd = 0; 
oy = cco, st0) = 1,¥ (0) = 0; 
rr— 2x2=eTt, KD) =0,y0D = 1; 
rd 二 dy 二 0 yD = 1, yO0)=1: 


C1) 
(2) 
(3) 
C4) 
(5) 
£6) 


Ci) 
{2) 
《3) 
(4) 


Ei 


dy" 二 6rd 十 # 二 0. 


ye0) = 00) = 0 ¥ (0 = 0 = 1. 
3. 证 明 卷 积 的 下 列 性 质 ， 

KE gt) = gf) # FO) 

[fC < gd) ] 站 下 站 一 CO # [gtt) w hE)]s 

TOD x Lott) + wa ] = SO % gt) oo FEFY # RLY 
Dx FD = FO #0 0D. 

此 外 ,考察 下 和 面 的 关系 是 否 成 立 : 
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ay lx fe 一 下 [3 
(8) FOD f(D E07 
+ 用 算 子 法 和 接 氏 变换 法 分 别 求解 下 列 微 分 方程 组 ， 


ez | - 
证 十 注 十 z 十 一 sint 


【1 


2) 和 十 # 十 2 二 24 


ri 

2 

之 十 红 十 ?9 一 0， 
(8) 

dy 

+= 2 

dz dy dy 

Er Fr re 
tay 


dr dy 
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通过 前 几 章 的 讨论 ,我 们 已 经 知道 ,能 用 初等 函数 的 有 限 形 式 
求解 的 微分 方程 只 局 限于 某 些 特殊 的 类 型 .因此 , 欲 扩 大 微分 方程 
的 术 解 范 轩 ,应 该 放弃 解 的 “有 限 形 式 ”; 而 转向 寻求 无 限 形式 ”的 
解 ,例如 无 穷 级 数 解 . 

事实 上 ,牛顿 和 葬 不 尼 兹 早 就 用 级 数 解法 求解 过 基 些 微分 方 
程 , 欧 拉 也 曾 用 级 数 解法 研究 过 两 类 重要 的 微分 方程 ,后 来 再 尼 兹 
堡 天 文 台 台 长 风 蹇 尔 (Bessel,1784 一 1846) 详 细 地 探讨 了 其 中 一 类 
方程 ,现在 称 之 为 贝 塞 尔 方程 4 而 另 一 类 方程 , 即 所 请 超 几 何方 程 ， 
则 由 高 斯 (Gauss,1777 一 1855) 等 人 作 了 进一步 研究 . 

大 们 对 这 些 方程 的 级 数 解 法 有 很 大 兴趣 ,一 个 重要 的 原因 是 ， 
它们 的 级 数 解 所 代表 的 函数 在 数学 物理 中 有 特殊 的 应 用 ,而 且 它 
们 一 般 书 不 是 初等 隔 数 . 因此 称 它 们 为 特殊 函数 或 高 级 超越 郴 孝 ， 
以 示 与 普通 初等 函数 的 区 别 ， 

本 章 的 主要 内 容 是 ,用 每 级 数 解法 求解 勤 让 德 (Legendre ,1752 
一 1833) 方 程 和 用 广义 办 级 数 和 解法 求解 风 塞 尔 方程 ,并 讨论 所 得 到 
的 两 个 重要 的 特殊 函数 ; 勒 让 德 包 项 式 和 中 塞 尔 函 数 - 这 些 内 容 对 
于 进一步 学 习 数 学 物理 方程 是 不 可 缺少 的 . 


“Si 柯 西 定理 


第 一 个 从 理论 土 研究 初 值 问题 收 伍 的 攻 统 数 解 的 存在 和 唯一 
性 的 人 , 正 是 我 们 在 第 三 章 中 提 到 过 的 柯 西 . 他 在 1820 一 1830 年 间 
用 欧 拉 折 线 法 证 明了 初 值 问题 解 的 存在 定理 (这 定理 后 来 由 李 下 
西北 和 和 皮 亚 诺 等 人 作 了 发 展 ) 之 后 ,又 在 1839 一 1842 年 间 用 优 级 数 
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靶 成 功 地 建立 了 初 值 问题 收 笋 的 展 级 数 解 的 存在 和 唯一 性 定理 . 


我 们 将 在 下 面 介绍 这 个 定理 . 
为 了 叙述 上 的 简单 起 见 ,我 们 只 讨论 一 阶 微分 方程 
Y= fs) 


其 中 萎 数 jz, 让 在 区 域 如 内 解析 , 即 对 于 2 内 的 任意 一 点 (Czoygo)， 
存在 正 的 常数 4 和 5, 使 得 函数 了 (x,y) 在 邻 域 
| 一 wl jy— yo| 委 昌 


内 可 以 展 成 (zx 一 xo) 和 (Cy 一 加) 的 ( 收 敏 ) 瞄 级 数 
zi 的 一 D> aj — roity — yo 


ij 
及 下 我 们 研究 初 值 问题 
{BEB): 型 = fr Bfzoy 一 加 


的 5 收 八 ) 暴 级 数 解 . 

根据 毕 卡 定理 , 初 值 问题 (8) 的 解 y = 9(z) 在 ww 点 的 其 个 邻 域 
lz 一 和 | 过 内 存在 且 礁 一 , 现在 的 问题 是 ,要 证 表 这 个 解 y 二 y(x} 
在 x6 点 附近 是 解析 的 , 即 5 二 yx) 在 zw 点 的 某 令 域内 可 以 展开 成 
(z 一 6) 的 ( 收 敏 ) 夭 级 数 | 


¥ 一 Crtz — zo)*. 
其 二 习 


在 给 出 柯 西 定理 之 前 ,我 们 先 敌 些 准备 . 
假设 有 两 个 备 级 数 
> 人 一 和 0 3 人 一 PE 《1， 1) 
ij 一 站 
和 
Dd sy op) (hy (1. 2) 
站 
其 中 系数 ob 和 4;; 满足 不 等 式 


layl As, tii7 = 01,2 0)， 
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则 称 上 1. 2) 是 (1. 1) 的 一 个 优 级 数 ( 成 强 级 数 ), 如 果 窜 级 数 (1, 2) 
在 区 域 D:|z 一 zo| 之 ay |y 一 各 | 之 8 内 还 是 收 雍 的 , 则 它 的 和 冰 数 
F(x,y) 叫 作 和 车 级 数 (1 1 在 了 内 的 -个 优 葬 数 ( 或 强国 数 ). 
引 理 1 “ 设 函 数 了 (x,y) 在 矩形 区 域 

£: lz 一 如 | < we， | 一 加 < 
上 可 以 展 成 人 一 x0) 和 (y 一 加) 的 一 个 收 全 的 唾 级 数 , 刘 存 在 常数 
H > 0, 使 得 肾 数 

Fr y) 一 于 C1.3) 


9 


是 flr, 在 矩形 区 域 
Ro: | 一 ma， || 
内 的 一 个 优 函数 ,其 中 正 数 “和 < 和 ba<A 
证 明 由 于 了 Cz,y) 可 以 在 站 上 展 成 一 个 收 黎 的 攻 级 数 
fe) 一 六 mi 人 一 2 一 加 0) 


i1j—0 


因此 ,对 于 任意 取 定 的 正 数 a a 种 < 8; 正 项 级 数 
之 ， | | aa 


EU 


是 收 伍 的 . 从而 它 的 通 项 有 界 , 即 存在 常数 4 > 0, 使 得 


laa 志和 村， 亦 即 |aij| 委 


MM 
pi? C1. 4) 


其 中 ij 一 01 然后 ,我 们 在 如 内 由 (1. 3) 定义 函数 f(x, 让 . 
因此 , 涯 (=;?) 所 本 时 ,我 们 有 如 下 的 收敛 生 级 数 展开 式 
F(x,y) = > A To) Cy 一 yo)), 


fr 一 由 
而 且 ,不等式 (1. 4) 昔 售 F(x,y) 是 Fr 的 在 品 内 的 优 函 数 . 上 
引 理 2 设 丽 数 Frz 拉 在 而 于 由 (13) 式 给 定 , 则 初 值 问题 


a 
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CF), 此 = Py) yz0) = yo 
在 |: 一 | 之 p 内 存在 解析 解 y = j(z) ,其 中 = adl 一 oa/2oy， 
而 正 数 oo 和 上 虹 的 意义 同上 . 
证 明 “利用 分 离 变 量 法 求解 有) ,我 们 有 


yy FM 
bl pb jw 上 rn 


积分 后 得 到 
让 二 ol 和 
由 此 解 出 <B) 的 解 为 


yj w+ a sf nl 1 |), (1.5) 


由 于 p 之 a; 因此 当 jz 一 aa| < pe 时 ml 1 一 三 二 各 | 可 以 展 成 


(x 一 aa) 的 者 级 数 . 另 一 方面 , 当 |s| 之 1 时 ，Y 了 于 3 可 以 展 成 的 

震级 数 . 因为 当 |z 一 zo| < p 时 ,我 们 有 

22 开 | | 
b nN 


1 | 


鱼 


二 1， 


所 以 利用 每 级 数 代 入 容 级 数 的 法 则 可 知 , 善 数 (1, 5) 当 |z 一 如 之 
Ap 时 可 展 成 (zx 一 0) 的 窒 级 数 ; 即 y == y(zx) 是 解析 的 ,上 

现在 ,我 们 可 以 陈述 并 证 明 本 节 的 主要 定理 了 . 

定理 1 《 柯 西 定理 ) ”如 果 孙 数 f(x,y) 在 气 形 区 域 忆 上 可 以 
展开 成 (x 一 xo) 和 一} 的 一 个 收 伍 的 宕 组 数 , 岂 初 值 问题 (5) 
在 2 点 的 邻 域 jx 一 ;| 三 p 内 有 一 个 解析 解 y 一 %z) 而且 它 是 唯 
一 的 . 此 处 区 域 如 和 常数 p 的 意义 同上 . 

证 明 ”首先 ,根据 假设 把 fz,y) 在 RR 上 展 成 它 的 竹 级 数 ( 泰 
勒 级 数 》 


一 


了 (ze 一 DY ijlz Oo roi(y — go) (1.6) 
0 
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其 次 , 作 (8) 的 形式 解 
8 = Or CO— ro)", (1.7) 


#1=1 
风 可 以 通过 直接 的 计算 得 到 
OC = 20) = flro yn) 一 aoo, 


fr' (zoryo) 十 加 {ro (10) 二 十 Gnidoo 


Cs = 去 w(t) 一 pT 


下 


_ 般 好 ,我们 有 
Ca 一 二 yc {Tz0) 一 Patlaoer Hol E10 pHa—1.0) 3 1.8) 


其 中 n= |,2,°", Pa 是 关于 0 0 ry "nt,0 的 一 个 专项 式 ， 
而 且 它 的 系数 都 是 正 数 , 只 与 标号 "有 关 而 与 了 无关. 按 这 种 方式 
可 以 唯一 地 确定 形式 解 (1.7). 因此 ,这 形式 解 是 唯一 的 ;由 此 直接 
推出 (8) 的 解析 解 是 唯一 的 , 我 们 尚 须 证 明 解析 解 的 存在 性 , 亦 即 
证 明 短 级 数 解 (1. 7) 的 收 笋 性 , 为 此 ,考虑 初 值 问题 


(BD) 于 = P(zsg)， 3(zo) = go, 
其 中 
， mM 
i De 
: a | 由 


而 常数 a 必 和 并 的 意 六 见 引 理 i, 根据 引 理 1 ,rzvy) 是 了 C(x,8) 在 
局 雯 的 优 函 数 , 即 Fizx,y) 在 Rs 内 可 展 成 和 划 级 数 


FP{r,y) 一 3 A zo) Cg 一 go), (1.9) 
ji 一 位 


而 二 
laiji 所 Aij» {ij 一 01:2:，…). 《| .107 
再 作 ( 的 形式 解 


一 一 一 一 一 
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?一 2 一 的 十 人 Cr 一 2 《1.11 


2 一 上 


出 由 (1.8) 中 多 项 式 Ps 的 性 质 易 知 e 二 Pn(doos Aot, dioy…， 
机 一 1,0). 国 此 ,再 利用 不 等 式 (1, 10) 可 推出 
Bn —PaCAporAo sr Aor » Ar— 1,0) 
Pataoor do ya ra 1,0)| = |Cx|, 

tx 一 1,2,…). 这 说 明 (1.11) 是 (1. 7) 的 一 个 优 级 数 .而 引 理 2 告 
诉 我 们 ,级 数 41. 11) 在 邻 域 | 一 zol < 内 收 伍 .因此 ,级 数 41.7) 
也 至 少 在 |z 一 zof 之 pp 内 收复 这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 1 

《附注 13 。 非 解 析 的 微分 方程 可 能 没有 形式 的 徊 级 数 解 ， 
例如 


,yy(0) 一 0 
事实 上 ,假设 不 然 . 设 它 有 驼 侣 的 季 级 数 解 
¥ 一 Ex 十 Cor 十 
则 把 它 代 和 方程, 并且 比较 常数 项 ,就 推出 C0; = 0 一 1, 这 是 一 个 
逆 盾 . 
【附注 2] 非 解析 微分 方程 的 形式 解 可 能 不 收 俩 ,例如 


三 
2 y(t0) = D0 


有 形式 解 
y=F 十 2 十 212: 十 一 R12 十! 十 和 
它 对 任意 7z 关 0 都 不 收 语 ， 
【附注 3 人 优 级 数 方 法 也 可 以 应 用 于 微分 方程 组 的 情形 . 

巍 实 上 ,考虑 微分 方程 组 的 初 值 问题 

dy 

Fr = Fels Ye) yx(0) 一 0， (J. 12) 
[ 2 扩 ) 


{不 失 一 般 性 ,这 里 取 自 变量 和 未 知 匡 数 的 初 值 均 为 零 , 
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假设 右 端 是 数 fi 在 区 域 
|z| A Ei pp， Mi | < 月 
内 可 以 展 成 收 敏 的 医 级 数 


JE >, a Ys (C1. 13 
ii 


《大 — 1 ,2 ,…a) 风 | 与 弛 理 1 类似 可 证 ， 对 于 正 数 sa<e 利 bi Ee 
存在 覆 沁 0, 使 得 函数 


Gr = - Ed - - 

人 
是 .13)( 对 任意 的 上 1 所 迄 划 ) 在 区 域 

1z| a nb | 

内 的 -- 个 优 函 数 ， 我 们 用 与 定理 ! 同样 的 推理 可 知 ; 为 了 证 明 祈 
慎 问 题 c1.12) 在 x = 二 0 的 茶 争 域 和 内 有 收复 的 覆 级 数 解 ,只 需 证 明 
相关 的 初 信和 问题 

dys 


dr 兰 Cs sr}: yO) 一 出， 


C1. 414 
(一 十 2) 
在 + 一 0 的 某 邻 域内 有 上 收 襄 的 究 级 数 解 好 可， 
注意 ,方程 组 (1. 14) 的 右 端 函数 与 4 无 区. 因此 ,只 要 标量 
函数 * 的 初 值 癌 题 
十 一- -一 ， y(0)=0 (1. 15) 
二 
布 解 了 = yz 则 (六 二 yz 一 1 2 就 是 (1.414) 的 解 . 
与 可 埋 2 娄 似 可 证 , 初 值 问题 (1 15) 在 z 一 0 的 某 邻 域内 确 有 收 或 
的 竺 级 数 解 . 这样, 就 可 以 推断 出 微分 方程 组 (1. 12) 有 收 笋 的 大 
级 数 解 . 
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习 题 71 

1 陈述 并 详细 证 明 微分 方程 组 的 祝 西 定理 . 

2. 设 初 值 间 题 

(本 pt + ry = 0 Hx0) = po ¥ (fo) = ol, 

其 中 pixy 和 wx) 在 区 间 |# 一 四 达 & 内 可 以 展 成 (x 一 z6) 的 收 襄 的 知 级 数 ，、 
则 (CB) 的 解 y 二 ytx) 在 1z 一 吉 | 过 。b 肉 存在 且 队 一 ;而 再 可 展 成 tz 一 zo) 的 收 
部 的 畴 级 数 . 

3. 叙述 并 证 明 解 关于 参数 的 解析 性 定理 . 


32. 大 级 数 解 法 


从 本 节 开 始 . 我 们 限于 讨论 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 
| dz] + Bx)y’ + Cry = D0, {2,1) 
其 中 4(z) ,BCz) 和 CCz) 都 在 区 间 1# 一 加 | 所 > 内 解析 (下 文 实际 
考 虚 的 都 是 多 项 式 的 情形 ). 如 时 它 们 有 公 因 子 (* 一 xz 那么 在 方 
程 (2. 1) 中 我 们 不 妨 先 把 它 约 去 . 如 果 4(z) 天 0 那么 在 mo 点 附近 
atz) 关上 0, 因 此 方程 (2.1) 可 以 写成 如 下 形式 
"二 gtr)¥ 十 人 03 = 0, C2, 2) 
共 中 系数 匡 数 . 
Pr = Bz/ dz gr) = Cz) CE 
在 和 点 附近 是 租 桥 的 , 我 们 称 这 样 的 mm 点 为 微分 方程 C2. 1) 的 常 
点 . 如 果 4(z) = 0, 网 BCro) 和 efze) 中 至 少 有 -- 个 不 筹 于 零 [ 因 为 
它们 的 公 因 于 人 一 2) 已 约 去 ]， 因此 ,p(x 和 gC2) 中 至 少 有 一 个 
在 zw 点 是 不 连续 的 (此 时 方程 (2. 2) 在 wo 点 的 领域 内 可 能 没有 解 
术 解 3. 这 样 的 xo 点 称 为 微分 方程 (2,2) 或 (2. 1) 的 奇 点 . 
本 节 先 考虑 常 点 的 情形 . 利用 微分 方程 组 的 柯 西 定理 ， 喜 接 
可 得 下 面 的 结果 ( 见 上 节 的 当 题 1 和 习题 2). 
定理 2 设 微 分 方程 c2.2) 中 的 系数 晒 数 了 (tz) 和 806z) 在 区 疼 
1z 一 2 之 7 可 以 展 成 (x 一 zo) 的 收 人 证 的 短 级 数 , 则 (2.2) 在 区 癌 
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z 一 zol < 内 有 收敛 的 寡 级 数 解 
y 一 SC 一 Fo)”, 


4=0 
其 中 Co 和 局 是 两 个 任意 常数 5 它们 可 通过 在 mm 点 的 初 值 条 件 来 决 
定 , 即 匀 oo 一 及 和 如 一 乓 ) 而 Cat 次 2 可 以 从 co 利 C 上 出 发 依次 
由 弟 推 公式 确定 . 1 
{ 例 13 用 每 级 数 解法 求解 Airy 方程 


= ry (oo0), (2.3) 
解 。 由 定理 1, 我 们 可 设 方程 (2, 3) 有 和 震级 数 解 
:一 or, (一 co eo), (2, 4) 


对 (2. 4) 进 生还 项 和 分 并 调整 求 和 指标 ， 得 出 
# 一 Sa 1 一 Sot Lar + ix™, 


t= 人 0 


= Dr - 一 leans? 一 So 2) (a 十 Dort2r. 


=0 二 们 


外 上 而 的 ?和 代入 汶 程 (2， .3) ;并 调整 zy 的 级 数 展开 式 中 的 求 和 
指标 (全 a-1 = 二 0) ,得 到 
> 十 23( 和 十 19anp22* 一 Yo 


Rt 二 0 
因此 ， 由 生 级 数 的 唯一 性 ;就 得 到 下 面 的 递 推 公 式 
{tat Dr Iara = ts (Cao O12,-*). 


亦 即 
202 一 总 ， 


“ata 一 加， 


CT 


TT 
pa 
Mm 
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忆 此 不 难 推 出 

da 一 d5 一 一 介 ; 

下 3 二 2 如 人 CE 

32 6+5°.3.2’ ’ 

gs。 二 Gp . a 
Wo CACBn— IC 3)C9n— A) S32: 
a 全 1 _ 

4 


Nn 一 


. 但 1 
(B32+ 1)(8n) 3 一 (3 一 37 6 3 
所 以 ,我们 得 到 Aify 方程 12, 3) 的 虹 级 数 解 为 


:一 
+ 机 TD 了 .6.4 下 
容易 喜 接 验证 ,这 个 矢 级 数 对 和 侍 何 x 都 是 收 钱 的 , 并 且 , 它 是 方程 

(2.3) 的 通 解 (atc 和 为 任意 常数 ). 1 
FE 例 2}】 ” 求 Airy 方程 (2.3) 在 z 一 j 好 展开 的 罕 级 数 解 ， 
解 ”为 此 ,把 方程 (2. 3) 改写 成 


y= [i (x — 1))y, 《2. 5) 

并 求 它 的 形 如 
3 一 Sets 一 了 入 | C2. 6) 

的 解 . 由 (2. 6) ,我们 有 
y= Ya 十 2 人 2 十 Dart2 Cr 一 iD”、 (2.7) 


下 一 中 


把 C2.6) 和 和 C2.7) 代入 (2.5), 即 得 


Sor 2)0r+ latetr om 1 = ap 十 co 1 1 


丑 一 自 n=1 


此 利用 大 级 数 展 式 的 唯一 性 ,得 到 递 推 公 式 


全 
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2qs =—= io, 
3 2 一 十 可， 
生 。 9 ma = 二 a， 
(xn 2)n 二 1)aps =a 二 als (2. 8) 


和 


as 一 钳 

2 2 本 
om 一 合十 个， 

如 1 

1 24 十 12° 

下 
m0 7 Ta0’ 

因此 ,所 求 的 窒 级 数 解 为 
y= a 1+ + Et E+ C+ …] 
三 四 看 5 
+al -D+ e+ su 所 + + | 


一 般 说 来 , 当 递 椎 公式 包含 三 个 或 更 多 的 系数 时 [例如 递 推 公 
式 (2. 8)], 放 得 例 ! 那样 明确 地 写 出 ax 的 表达 式 是 有 困难 的 . 1 
【 鲜 33 求解 勒 让 和 键 方程 
《1 — sy ~ 2ry + els 1)y= 0, (2,9) 
其 中 基 常 数 . 
解 ” 易 知 z= 0 是 勒 让 德 方 程 的 一 个 常 点 . 由 定理 2 知 ， 当 
lz| < 1 时 ,方程 有 等 级 数 解 


y= Dow (2. 10) 
与 例 1 的 计算 相 类 似 , 把 (2. 10) 代入 方程 (2 9), 可 以 推 得 


一 一 一 一 一 一 . 
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[sd 


SIE 2 二 DC4s 十 十 大 二 D(a 一 Ci = 0. 


上 一 六 


由 此 得 到 递 推 公式 
CE 二 220( 有 十 Crp2 二 (nn C= 0, 
(2.11> 
(一 0,1,2,:…}， 从 而 得 出 
Con = {~ 152。 . 
人 十 29 一 De 


C2m)1 
各 
Cam = (~ tm， 
CR rt Le ne BIR ICRt 2) tn 十 站 3 十 2m) er， 
《2 中 十 171 了 
Cm 一 1 2 83， )， 
国 此 ,我 们 得 到 壮 让 德 方 程 的 罕 级 数 解 


| . 
y = PLO + Caprizet!], 《2. 12) 
二 一 由 


注意 , * 一 士 1 是 方程 (2.9) 的 两 个 奇 点 . 可 以 猜测 ,在 (2. 12)? 中 ， 
当 x 一 士 1 时 ,3 的 变化 是 比较 复杂 的 , 当 = 是 非 贫 整数 时 ,我 们 将 
艳 下 一 节 比 较 诺 凯 地 讨论 甚 让 德 方程 的 等 级 数 解 (2. 12). 1 

主 迷 邓 二 险 齐 次 线性 微分 方程 的 短 级 数 解法 果 久 自然 地 推广 
到 ，” 阶 的 情形 ,并 且 对 非 齐 次 线性 微分 方程 也 是 适用 的 . 这 里 不 要 
求 读者 其 备 复 变 误 数 论 的 基础 ,因而 我 们 把 讨论 只 局 限 在 实 变量 
的 范围 内 . 但 是 ,整个 讨论 其 实 都 可 以 在 复 变 量 的 范围 内 进行 , 实 
际 上 ,作为 十 如 世纪 党 微分 方程 主要 成 就 之 一 的 解析 吾 论 ， 就 是 
研究 复 变 域 中 的 微分 方程 ， 它 利用 复 变 耳 数 论 的 方法 来 研究 微分 
方程 解 的 解析 性 质 . 对 此 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 微 分 方程 解 
桥 理 论 的 著作 ,例如 文献 [4] 和 [8] 
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习 题 7-2 


1. 求 出 下 询 铂 分 方程 在 x 二 mm 处 时 并 的 两 个 线 伯 无 关 的 等 级 数 解 , 并 和 写 
出 相应 的 递 推 公式 ， 
Cy #0, r= 0 
ee) y=0, m=1: 
3) Dy 0 m= 人 0. 
2. 对 于 下 列 初 值 问题 求 斑 六 (az Cxo) 和 六 ?x0) ,从 而 导出 相应 初 值 
同 题 的 和 解 在 am 点 的 泰勒 级 数 的 前 几 项 ， 
th 二 x 二 y= D0 FO = 1 #0 = 0 
CE} 十 Csinz)¥ + Coosn)y 一 0 yO0) = 0 ,yD = 1; 
3. 求解 Hermite 方程 : 
2 十 和 寻 二 0 (一 ooo) 
其 中 是 常数 . 
4. 求 微分 方程 
十 (sinz)y 一 0 
在 z = 0 处 展开 的 商 个 线性 无 光 的 震级 数 解 . 


”3 5， 苇 直 德 多 项 式 
在 8 2 的 例 3 中 ,我 们 得 到 了 勒 让 德 方程 


《1 一 Ti) — 228 二 n(n ly =o (3.1) 
的 奉 级 数 解 ,| | ， 
g = Cugifz) 十 Cy), (Clr 《3. 2 
其 中 Co 和 C; 是 任意 常数 ,而 
1 一 人 1 3 
0) = 1 et 
和 人 - . on 
yf) = 《一 2) 3 Ct Cn- et 2 {n+t 4) ss.. 


显然 , 训 (z) 和 加 (x) 是 线 性 无 美的, 而且 当 a( 设 % 守 0) 是 但 数 时 ， 
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六 (7) 一 Pra(z) 是 一 个 aa 深 密 项 式 : 面 当 # 是 寄 数 时 ,， 因 (z) 一 Prtr) 
是 -个 n 深 多 项 式 . 通过 直 搂 验证 ,可 知 : 除 了 一 个 常数 因子 外 ,我 
们 可 以 把 上 述 产 (zy 写成 如 下 统一 的 形式 


n 


_ (IN(2n — 2h)! ,3 
PD TO a DI aa) t， C3. 3) 


其 中 [ 六 ] 表示 过 的 整数 部 分 人 一 0,1,2,…). 
这 样 ， 对 任意 的 非 负 整 数 *， 由 公式 3. 3) 所 表达 的 ”次 多 项 
式 Pr(z) 是 相应 勒 让 德 方程 (3. 1) 的 解 . 它们 叫 作 勒 让 德 多项式 . 
由 (3. 3) 式 容易 算出 
Petx) = 1, 
Pi{tx) 一 了 


Pskz) = 元 (3zz — 1), 


PC = (5 _ 87), 
Plry) 一 (35x — 30x -HH $3)， 


Pstx) = 1 p95 一 70z 十 15z), 


8 
等 等 ;而 且 显 然 有 
Pat— I) 一 【一 1) paKz)。 
即 Pom x) 是 偶 函 数 ,而 Pom41(lx) 是 奇 函 数 (m 一 0,1,2,…)， 在 数 
学 物理 方法 中 有 了 时 变 考虑 一 个 函数 关于 和 惑 让 德 多 项 式 系 
Potr), Pix), Ptr) yr {3.4) 
的 钳 开 问题 . 为 此 ,我 们 需要 讨论 勒 让 德 多 项 式 的 一 些 性 质 . 


Put) = 1" (3.5) 
* Damn! dx " " 


从 而 容易 得 出 
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PAD)=1 和 Pi(—1) = (1 (3. 6) 
证 明 利用 二 项 式 公 式 ， 并 注意 当 工 地 x 二 时 ,有 


Oa 


把 一 一 0, 因此 我 们 有 


一 Di Xn 一 2 


下 ras — 1 )* — 
dn -加 2 4 klCn Om FY ey 


-六 (一 Din 一 28)1 ,2 
EI 


上 骨 应 用 (3.3) 式 ,就 可 得 到 公式 (3.5). | 
性 质 2 ” 勒 涉 德 裔 数 系 (3, 4) 是 正 交 的 , 即 
0， 当 识 淆 人 


Patx)Pmt(r)}dzr 一 3.7 

上 or rn0， 汝 和 一 ? 
- ， 2 

并 且 可 以 算出 [3 2x1 1° 


证 明 不妨 设 x 扎 m, 令 


te 一 Ce 一 13， wa 一 A 
则 罗 德 里 格 斯 公式 《3, 5) 成 为 
一 Cny 
Pratr) Ban 。 


因此 ,先后 利用 xr 次 分 部 积分 法 并 应 用 (3, 6) 式 可 得 


1 
a 二 一 一 一 一 一 ner Cm) 
本 x) Pm(r) dy rp fs un dr 


| 


Tr mer Dante Da 
nlmt 一 


一 1)™ 
一 2 Wn mdr, 
Nl! J—! 


号 十 着 
当时 wun) 一 " 


C2 一 17* 二 0, 因此 (3.7) 的 第 一 种 


dwn+ 殉 


232 第 七 章 ”油分 方程 的 笑 级 数 解法 


情形 得 证 ; 当 4 = m 时 ,由 上 式 进 ~- 步 计算 可 得 
{— 1)" 


2 一 {2x) 
| mc?) dr EE i und 
《一 1)"(2n)1 | i 
一 于 有 ] Yar 
_ C2n}! (Cn! )? » 92 十 1 


(2 Can)1C2n 十 1 


因此 (3, 7) 的 第 二 种 情形 也 得 证 上 

利用 性 质 2 ,仿照 博 里 叶 (Fourier) 级 数 的 理论 ,我 们 可 以 讨论 
画 数 f(x) 关于 勤 让 德 正 交 多 项 式 系 (3. 4) 的 展开 问题 . 

设 f(z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 可 积 , 则 可 作 子 (x) 关于 Pa(x) 的 广 
义 情 里 叶 级 数 


fz) 一 DorPalr), (3. 8) 


ni 二 


其 中 广 闵 情 里 叶 系 数 
dn 一 2 | roP (x)dz. 


广义 健 里 叶 级 数 不 一 定 收 化 ; 即 使 它 是 收 侣 的 ,也 不 一 定 政 伍 
到 fz)， 我 们 在 这 里 不 加 证 明 地 引用 与 傅 里 叶 级 数 的 收 仇 性 相 平 
行 的 结果 : 如 果 瑚 数 (1 一 47tzx) 在 区 间 一 1 委 z<s 委 1 上 绝对 
可 积 ,并 呈 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

C1 狼 里 克 药 (Dirichlety 条 件 ; f(x) 在 m 附近 的 一 个 区 间 上 
分 盛 单 调 ,并 有 旦 在 这 侈 间 上 不 连续 点 的 个 数 至 多 是 一 个 有 限 数 ; 

C2) 狄 尼 (PiniD 和 茶 件 : 对 于 某 一 常数 请 守 0, 积 : 


[He 1 t 一 fiero 0) 十 了 (za +} fxo 站 > | 
0 i 


上 


存在 : 
(3) Holder 条 件 : J (Cx) 在 各 点 连续 ,并 且 对 于 充分 小 的 1 半 0， 
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不 等 式 
fot flr) | 所 
成 立 , 其 中 工 与 a 剖 是 正 的 常数 , 且 a 所 1 ( 当 a= 1 时 就 是 李 下 西 
兹 条 件 ); . 
那么 (3. 8) 右 侧 的 广义 全 里 时 级 数 在 x == zo 一 1 之 zo 之 1) 收 


化 到 [fC 十 0) 十 fCzo 一 0)] ;特别 ,如 果子 (z) 还 在 za 点 连续 ， 
则 它 的 广义 信里 叶 级 数 就 收敛 到 了 (zo). 


习 题 7-3 


” 1. 令 函 数 
他 (gb = (1 — Zr 十 后 mv， 
则 SCz 光波 于 上 展开 的 竹 弘 数 为 
Gr) = DPr()e, 


及 一 上 


其 中 Patz) 是 勒 让 德 多 项 式 ( 函 数 etz 浊 称 为 勒 让 屯 多 项 式 的 母 函 数 1. 
2. 利用 上 站 中 的 Gz,t) 所 满足 的 恒等式 
[LE Zt + FE) = (+ — OE, 
证 明道 推 公式 
Cat DPrite) — {2n 十])zpPatz) 十 ?Pastz) = 0 Cn 1). 
” 3. 利用 刘 维 尔 公式 (网 第 并 章 8$ 1 求 出 勒 让 德 方程 的 男 一 个 与 Pxtx) 
线性 尤 关 的 解 dt7) ,并 证 明 当 z 一 1 一 6 时 lo -> 十 ce 
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企 有 2 中 ,我 们 已 经 证 明 ,微分 方程 
Atzrygy" + Beryy + Ciry= 0 (1 1 
在 常 点 各 的 邻 或 肉 存 在 依 级 数 逢 . 这 里 4Cx) .Btzy 和 Ctx) 是 x 的 
多 项 式 [ 或 在 m 附近 可 以 展 成 (z 一 ma) 的 矫 级 数 ] ,而 岂 它们 涪 有 
公 内 式 Cz 一 xz0). 在 本 节 中 我们 将 进步 证 明 , 往 分 方程 (4.17 在 
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某 -类 奇 点 ( 称 汶 正则 奇 点 ) 的 邻 域内 存在 广义 帮 级 数 解 , 现在 设 
oa 是 方程 C4. 1) 的 -个 奇 点 , 则 44z) 全 有 因子 (x 一 zo C6 守 1); 洛 
B(zo) 隆 0 或 Clz0) 壮 0.，- 般 而 冯 , 方 程 (4. 1) 在 奇 点 附近 趟 再 
曙 级 数 形式 的 通 解 ,而 且 在 奇 点 ww 处 的 初 值 问题 可 能 是 无 解 的 . 让 
我 们 先 看 儿 个 例子 . . 

【 例 11 讨论 微分 方程 

2 2y = 人 0 C4. 2) 

解 微分 方程 (4 2) 是 欧 拉 方 程 ( 见 习题 6-3, 第 7 了 题 ) .所 以 

容易 求 岂 它 的 通 解 为 
yg 一 Cs 十 全 ， (x 关 人 0 


因此 ,方程 (4. 2) 当 z 一 0 时 的 有 界 解 只 可 能 是 
二 C2， (C 是 性 意 沼 数 ) 
它们 邦 满 足 802 二 yw (0) 二 0. 这 说 明 方 程 (4, 2) 不 可 能 有 渍 起 
y(0) ~ 1.#¥ 《0) 一 0 的 解 . 因而 方程 (4. 2) 在 奇 点 > = 了 处 药 初 什 
问题 下- - 定 有 解 . 此 外 ,方程 (4 2) 的 解 y 一 一 当 + 一 0 时 是 天 四 
的 ,从 而 它 在 z 一 0 点 不 能 展 成 过 级 数目 
【 例 2】 讨论 微分 方程 
yr ry (4. 3) 
有 : 奇 点 7 一 0 和 除 近 存在 虎 级 数 解 的 可 能 性 ， 
解 。 设 方程 (4. 3) 有 短 级 数 解 
一 PC", {Ce 20}, 
二 人 
代入 方程 ,推出 递 挫 公 式 . 
C= | 2) 
由 此 得 到 方程 (4. 3) 的 形式 寡 级 数 解 为 


8 一 Co yl, 


a0 
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易 知 此 桥 级 数 是 发 茹 的 (只 要 > 天 中. 
此 例 表 明 ， 不 能 在 坷 点 用 普 般 轩 级 数 解法 求解 方程 (4 3). 
【 鲍 33 求解 微分 方程 


Ty CO ry + [= y= 0. 《4. 4) 
解 ” 方程 (4. 42 也 以 zz 一 和 为 唯一 的 奇 点 ， 今 
¥ 一 - 交 *， 
刚 * 二 ztz) 满足 方程 
ur 0, 
它 有 两 个 线性 无 关 的 解 
让 一 eosr 和 mo 一 sinzr. 
国 此 ,我 们 得 到 方程 (4. 4) 的 两 个 线性 无 关 的 解 
_ cos (— 1)* pr! 
#1 一 J 一 和 过 Cok 了 {d.5) 
和 
Sinz (一 1)s 28 1 
#2 一 I wt (dd. BY 
注意 ,(4. 5) 和 (4.6) 都 不 是 普通 意义 下 的 释 级 数 ,它们 赂 于 
以 下 形式 的 广 光 村 级 数 


SCs 一 zo)*+2 《Co 天 0)， 


下 一 必 
其 中 常数 b 叫 作 指标 ,例如 ,广义 竹 级 数 (4.5) 对 应 于 za 一 0 和 PP 
二 一 于 ;而 广义 震级 数 (4. 6) 对 应 于 za = 0 和 5= 本. 
下 面 的 定理 答 出 了 微分 方程 (4. 1) 在 硒 点 附近 存在 广义 震级 
数 解 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 3 设 微 分 方程 (4. 1) 以 xo 为 正则 奇 点 , 即 方程 (4. 1) 可 
以 改写 成 如 下 形式 
(一 20)2PKz3 中 《3 CO— ro + Rr = 0 C4,.7) 
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其 中 Plz0) 关 0, P(x).Q(z) 和 R(x) 是 名 项 式 ( 址 它们 在 zw 点 附近 
可 展 成 Cz 一 am) 的 蹇 级 数 ), 则 微分 方程 64. 1) 有 收敛 的 广义 早 级 
数 解 


y 一 Cet 一 zo te 《Co 天 0)， (4.8) 
于 一 站 


其 中 指标 p 和 系数 cx 仁之 1) 可 以 用 代入 法 确定 . 
证 明 在 zw 点 的 某 一 邻 域 jz 一 如 < 近 7 内 ,我 们 可 以 把 方程 
(4.7) 改写 为 


(人 一 2022 十 《2 一 x10) > asl 一 一 29? 好: 十 Drs 一 zeity = D0, 
证 二 和 [dt 


假设 它 有 (形式 ) 广义 短 级 数 解 (4. 8)， 则 代入 上 述 方程 可 得 
Cs — zo)r DED p- Do a0) Dass ae， 


二 广 下 一 小 


Sr POCO 一 2 站 十 Ser- st Dcecs xo) | 一 0 
此 一 0 站 


上 一 由 
消去 因 式 (z 一 *o)" ,然后 可 利用 寡 级 数 的 唯一 性 ,比较 系数 得 到 如 
下 的 递 推 公 式 

nfotp) 一 vO， 

Cfotp 1) 十 Cofitp) 二 0， 


Cifolp th) + Cr rfitpi Ro D+ + Coft(p) = 0, 


(C4. 9) 
其 中 
fut) plp m1) + ap bh, 
fitp) Sapit bi C1 
由 于 名 关 0, 所 以 击 ( 生 多 的 第 一 式 得 到 指标 方 称 .: 
pfp 一 1 十 ep 十 梧 一 0 
设 六 和 py 是 指标 方程 的 两 个 根 ( 称 为 指标 根 ). 当 两 个 指标 根部 为 


2 
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实数 时 , 记 pi 写 户 5 和 否则 它们 为 一 对 共 生 复 根 ,这 时 记 户 为 其 中 任 
一 根 . 这 样 ,我 们 有 
| fotm) = 0, 
folpi 十 刘 隆 9 守 1). 
因此 ,对 应 于 指标 根 2= p1; 可 以 从 (4.9) 的 第 二 式 开 始 , 依 次 确定 
系数 CCz :Cr 从 而 得 到 方程 54. 7) 的 一 个 (形式 ) 广义 宪 
级 数 解 


y= DC — ro)tr, (C0 天 0)， (4. 10) 
下 一 自 


我 们 到 证明 ,4. 10)7 在 2 附近 是 收敛 的 [可 能 不 包含 zo 点 ,这 是 因 
为 当 z= 二 zo 时 (z 一 zo)z 可 能 无 意 交 ,例如 pi = 一 1]. 
设 户 一 二 机; 则 Relm) 守 0. 因为 级 数 


Daitz— wm 和 DBr xo): 
上 二 中 二 由 


都 在 区 间 |z 一 m| < 过 * 内 收 伍 ,所 以 对 于 取 定 的 rt(0<m 所 7), 存 
在 于 > 以 不 妨 设 于 衬 1), 使 得 


MM NM HM 
[a | < i | 安 ， je Tb) 和 Fe {4. 117 


(一 012y1)- 由 此 我 们 可 以 得 到 


[er]| <{A). {二 1 2"") (4. 12) 


事实 上 ,由 于 fotp) 二 0 以 及 记 十 pp 二 1 一 g0 和 一 p11 二 涡 ， 
我 们 有 

Foti tT FY = Ek 二 mm) , (C4, 13) 
再 利用 (4.11) 推出 


[Gl = er 十 | 时 MM 


TD es 
即 54, 12) 式 对 上 一 1 成立， 现在 设 (4.12) 对 二 1,2,…,s 一 1 成 
立 ; 则 由 北 雁 公式 (4, 9) 并 利用 (4,11》 和 (4., 13) 得 出 
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= 一 | 
| 六 car ip + D+ Cafelp) | 
ic 一 一、 


( 取 co 一 1) 


#8|8 二 1m| 


s— | 
Dol pt iar jt by| 二 ! ps 二 | 
1 芒 二 ! - - 


3 


#1 
lc ie- j 十 可 一 了 | 十 |jas— | 
ed 


EE 


祥 sG 十 赔 [ 江 ) ,js 
EE [| 
这 就 证 明了 (4. 12) 式 对 所 有 的 正 整数 上 都 成 立 . 因此 ， 对 于 任意 
0 < 之 7 之 1m 所 得 广 闵 罕 级 数 (4.10) 在 0 之 |r 一 zo| 志 世 内 是 收 
全 的 . 
最 后 还 应 指出 , 当 指 标 根 p 是 复数 时 ,我 们 得 到 的 (4, 10) 是 
一 个 复 的 广义 究 级 数 解 . 由 于 方程 (1.7) 是 实 系数 的 ,所 以 用 分 离 
实 部 和 虚 部 的 方法 ,原则 上 可 以 从 (4. 10) 得 出 两 个 实 的 级 教 解 _ 
(参见 第 六 章 8 2 的 附注 2? 四 
附注 。 当 p: 和 ps 都 是 实数 并 且 pi 一 户 一 于 为 正 整 数 或 
零 时 ,-… 般 不 能 从 p; 出 发 再 得 到 一 个 与 (4. 10) 不 同 的 广 六 容 级 数 
解 (这 时 fotps 十 wm} = fotp) 二 0; 因此 由 递 推 公式 (4.9) 确定 系数 
Cm 叶 将 歇 到 困难 ). 但 我 们 可 以 利用 刘 维 尔 公 式 [ 见 第 六 章 53, 11) 
式 ], 从 与 站 相应 的 广义 略 级 数 解 (4.10) 出 发 ,得 到 另 一 个 与 其 线 
攻 例 4 了 求解 贝 塞 尔 方 
x 十 2 十 . — ny = 0, Cd. 14) 


= 


其 中 常数 = 
.和解 Pa 14) 以 z 一 0 为 正则 奇 点 . 由 定理 3, 它 有 广义 车 
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级 数 解 


一 Dz — zti, (CF 0), 
一 习 


其 中 系数 CC 实 1) 和 指标 。 待 定 . 把 这 个 级 数 代入 方程 C4. 14)， 
我 们 就 推 得 


Dtat hip ont Ct GC yjate = 0, 
上 一 个 


其 中 约定 C- 一 C :一 避 由 此 得 出 递 推 公式 
tp 二 Tap -nC 二 = 0 (= 0,1,2,.). 
(C4. 15) 
由 于 已 设 癌 和 关 0, 且 C 一 Cr 一 0 所 以 由 上 面 的 第 一 式 信 一 的 
鹤 出 指标 方程 


(ptp— na) = 0. 
由 此 得 到 两 个 指标 根 记 一 * 和 ps 一 一 
对 应 于 p 二 pi 二 ; 弟 推 公式 {4.15) 成 为 
(28 十 RRCE 十 Cs 二 0 {= 121， Cd. 167 
其 中 心 的 系数 (2 十 人 天 0 因此 可 以 依次 确定 cr. 具体 地 说 ,在 
《4. 16)2 中 取 = 二 1, 得 
(2x t+ DO = 60, 
从 而 得 到 局 一 0, 并 进而 推出 
Cs 一 Cs 二 we 一 Cort1 二 Ds 
再 在 54, 16; 中 取 二 2,4,6,…, 册 可 和 依次 得 到 
— | 


人 1 
1 1 
和 二 
一 二 
Co (— 1) 、，， 


or ye i 
2 1c 2 Cn | kK! 
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利用 居 函 数 的 记号 和 公 式 
PFCGe 十 下 寺 了 一 性 十 入 十 2 十 Ta 十 1)， 


六 (十 1) 一 天， 
并 也 
， 
mT re 
我 们 就 可 以 把 上 面 Cu 的 表达 式 改 写 为 
(一 Ta: 1 


Co 一 


Tn 二 二 TOE 1) 2 十 
这 样 ,对 应 于 指标 根 p. 二 ,我们 得 到 风寒 尔 方程 i4. 14) 的 一 个 广 
广 短 级 数 解 


_™ [| 上 38 十 下 
?一 zz) TFET DTT il 2 | 


《4. 17) 
容易 看 出 ,广义 芋 级 数 (4.17) 对 任何 :都 是 收 人 敦 的 , 它 叫 作 第 一 关 
贝 讲 尔 函 数 . 

对 应 于 指标 根 p = pp = 二 一 ,人 x > 站, 递 推 公式 (4. 15) 成 为 

EC 2005 Cr oO =1,2,), (4.18) 

对 此 要 区 分 两 种 情形 进行 讨论 : 

(一 〉 2 不 等 于 任何 整数 

这 时 在 (4. 18) 中 Ci 的 系数 & 一 2) 天 0 类似 二 上 面 的 讨 
论 ,只 要 取 
2 一 ar 一 站 十 1” 
则 可 得 出 员 塞 尔 上 方程 的 另 一 个 广义 窜 级 数 解 


Fp — 


- 一 Ti 
/to 到 TDFGE 二 Ti 本 | 
(4,19) 
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它 叫 作 第 二 类 页 塞 尔 函 烽 . 注意 , 当 z 一 0 时 , 了-,(z) 是 无 界 的 . 
(二 ) ”2x 等 于 某 个 整数 入 

此 时 在 (4. 18) 中 Cs 的 系数 NCN 一 2a) 一 0. 因此 由 (4. 18) 来 
确定 Cs 就 有 困难 . 此 时 我 们 再 区 分 两 种 情况 进行 讨论 ; 

1 24 等 于 一 个 奇数 2s 十 1, 即 "为 半 整 数 。 十 地， 这 时 出 
《4, 18) 可 知 , 当 * 为 偶数 时 ,Ci 的 系数 EE 一 24) 关 0. 因 此 ,与 情形 
(一 ) 一 样 可 确定 C4. 而 当 上 为 奇数 时 , 若 上 < 23 十 1, 则 CoE 守 1) 
的 系数 kk 一 2w) 仍 不 等 于 零 ,因此 有 

C=0= = C1 = 0 
若 丰 之 28 十 1, 则 由 (4. 18) 得 知 C2s+1 的 系数 为 零 ,而 且 有 
《25 十 TD 一 2 2s + 1)C2s+1 = 0, 
(C28 十 3)( 一 24 十 28 十 3)Czs43 十 Cas+l 一 站， 


因此 ,只 要 令 Cas+1 二 0, 则 仍 有 Czst3 一 Coa+5 一 光一 0 所以， 
当 x 为 半 整 数 时 , 对 应 于 pr 二 一 r, 我 们 仍 可 得 到 一 个 广义 宫 级 数 
解 y 二 7-atz)[ 它 的 表达 式 同 (4, 19)]， 

2) ”2n 等 于 一 个 偶数 , 即 = 为 整数 . 这 时 可 由 (4, 18) 推出 

cz 天 0. CO Con—2 0 
以 及 . 
2aC2R 一 200Co 二 Con? 二 0 从 而 Co 一 0. 

这 是 一 个 矛盾 . 因此 ,对 应 于 p: 一 一 # 不 可 能 从 递 推 公 式 (4. 18) 
求 出 方程 (4. 14) 的 广义 敌 级 数 解 . 

此 时 为 了 求 出 与 Jaltz) 线性 无 关 的 另 一 个 解 , 对 于 这 个 整数 ， 
六 0, 我 们 取 和 参数 a 天 ,但 充分 接近 ” 则 .mkz) 和 -了 -akz) 都 有 
意义 ,而 且 函 数 


ya(z) = (COSGTF 一 alt) sinar 2 0) 


Sm 


是 贝 塞 尔 方程 (4. 14) 当 n 一 “时 的 一 个 解 , 并 且 它 在 z = 0 的 邻 域 
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Tir) = lim saltz}, 


一 


Jalr cosamr 一 J_otr) 
Yrntr) = lim - 。 
人 since 各 


可 以 证 明 , ! = 了 (zx) 是 贝 塞 尔 方 程 (4. 14) 的 解 , 且 与 第 一 类 贝 塞 
尔 函 数 az) 线性 无 关 , 它 叫 作 诺 依 时 (Neumann) 函数 或 (相应 于 
整数 的 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 . 人 

对 贝 塞 尔 方程 的 求解 已 经 完成 ,我 们 将 在 下 节 中 对 贝 塞 尔 函 
数 作 较 详细 的 讨论 ， 


《4. 20) 


习 题 7-4 
1 试 判别 > 一 一 1,0,1 是 下 列 微分 方程 的 什么 点 ( 常 点 .正则 奇 点 或 非 正 
则 背 点 }? : 
C1) pr 
ft2} tA) 2 nn y= 0; 
(C3) 2z401 — #27 + Bry = Os 
(0 


上 2 
(5) 好 十 | | 六 十 3(1 十 2) y= 0 


2. 用 广义 竺 级 数 求 解 下 列 微分 方程 ， 
Cl} 2 yt+ry= 0 


2) zj 十 地 十 | 定 一 二 jy 0 


9 
C9) 2x2 — ry 二 ry = 人 0; 
(4) zy 二 y= 0 - 
(By y= 0. 
3. 设想 几何 方程 


zt O— zr [yo C+at+ A — afy= 0, 
其 中 ap8. 是 常数 ， 
ki 证 明 z 一 0 是 一 个 正则 奇 点 ,相应 的 指标 根 为 
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A=0 和 产 一 1 一 并 
(2) ”证 明 z = !1 也 是 一 个 正则 奇 点 .相应 的 指标 根 为 
二 0 和 ps 二 7 一 a 一 
C3) 设 1 一 y 相 是 下 整数 , 则 超 几 何方 程 在 z = 0 的 邻 域内 有 一 个 过 
级 数 解 为 


《超凡 和 何 级 数 )， 试 问 它 的 收 仇 半径 是 什么 ? 
(4) 设 1 一 7 不 是 整数 , 则 第 二 个 解 是 
ya 一 zi| 1 十 ta 一 人 i 十 D, 
(a— y+ De y+ OR r+ Dp y+ + 
(2 (3 yy: 21 


十 


“5 贝 塞 尔 函 数 


在 上 一 节 中 ,我 们 求 出 了 内 塞 尔 方程 
2 十 了 十 (rs 一 2 一 (8. 1) 

的 广 闵 蜂 级 数 解 (其 中 常数 »* 详 中 ,并 且 用 它 定义 了 两 个 重要 的 特 
殊 范 数 一 一 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 y， = Ja(z)[ 见 (4.17) 式 ] 和 第 二 类 
风 塞 尔 函 数 y = J_,(z)[ 当 +# 不 是 整数 , 见 (4.19)j 或 y 二 Fa(z)[ 当 
* 是 整数 , 见 (4.20); Yn(z》 又 名 庶 依 蝇 函 数 ]. 由 于 在 实用 上 主要 
是 ”为 整数 的 情况 ,所 以 我 们 在 下 面 都 假设 "为 非 负 整 数 ， 通常 称 
Ja(z) 为 ma 阶 册 塞 尔 函 数 , 币 称 Z(z) 为 2 阶 诺 依 田 函数 ,本 节 主 要 
讨论 有 关 这 两 个 函数 的 某 些 炸 质 . 

性 质 1 当 z 习 品 时 ,Jr(z) 和 了 (zx) 有 如 下 渐 近 式 ， 


ja 人 — Ee TsinGs + aor) +601)] (5. 2) 
TT 
和 
Ys Cx) 一 [es 十 fy +ocl)], (5. 3) 
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其 中 o(1) 表示 一 个 无 穷 小 量 , 而 4s;Br,an 和 5 都 是 只 与 #* 有 关 的 
常数 ,日 如 全 0,Bs >> 0. 


证 明 令 
0= 9 (x > 0)， (6.4) 
则 代入 忠 塞 尔 方程 45. 1) 后 推出 w(x) 所 满足 的 方程 为 
unkzy 十 E — 一 一 |» = 0. (C5. 5) 


因为 Jatz) 是 方程 (5. 1) 的 非 零 解 ,所 以 xz)y 是 二 阶 线 人 性 微分 方程 
(5.5) 的 非 零 解 ,从 而 zlz) 和 w' (zx) 不 同时 为 零 ( 见 习题 6-3 第 14 
题 ), 即 


rz) = YLz 下 十 [wz 下 >>0. 
因此 ,我 们 可 以 把 utz) 和 wtz) 表达 成 极 坐 标的 形式 
Hur) 一 rir)sind(r}, 
| wr) TTICOSOLE). 
代入 (5.5) 可 以 得 出 关于 7(z) 种 8(z) 的 微分 方程 
2 上 


用 ”一 一 
Ti tr) = 2 4 rr)sind (xr cosd (rz), 


‘5.6) 


{5.7) 
2 1 


”7 
PCF) 一 上 一 六 Sin:gt zx), 
令 90z) 二 zz 十 ptr), 则 (5.7) 的 第 二 个 方程 成 为 
| 1 ， 


可 一 划 
gx) 二 了 Sin (Cx 十 PLr)), 


取 积 分 ] 得 
l 2 
一 如 


PE) — PA) = f Sin tt 十 gl Yat, 
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上 式 右 则 的 积分 当 z~ oo 时 是 收敛 的 ,因此 极限 im p(z) 二 6 宕 
在 . 从 而 得 到 渐 近 式 
Hz) = f+ on ot]). 《5. 8) 
再 由 (5.7) 的 第 一 个 方程 可 得 


rs) 一 r(1)8 有 CDsineCDeosatoa ， 


92 一 一 


4 


其 中 加 人 一 ， 国 为 |sing(fyecos9(0) | 所 了 ,所 以 在 上 式 指 
数 中 的 积分 当 z -> co .时 是 收 敏 的 ,从 而 极限 


lim rr) = As 一 ”fl1)e Pp twing ts) co dayat -0 
I™o0 - 


存在 . 因此 , *(z? 的 渐 近 式 为 
rtz) 一 如 十 of1): (6. 2) 

把 (5.8) 和 (5. 9) 代入 (5,6), 我 们 得 到 

Utz) = Assin ts 十 an) 十 ofl》 
和 

a Cx) 一 Ancoslz 十 om) +oll). 
从 而 由 (C5. 4) 推出 新 近 式 (5. 2) 成 立 . 此 外 ,再 利用 上 面 两 式 还 斌 
得 出 


utz) = 本 .2 入 一 -到 己 G 十 of])]， 
炎 Es 
从 而 得 到 Ja' cz) 的 渐 近 式 


Ta (tt) = 备 [easdz 十 om) 十 of) 
证 


它 可 以 看 作 是 从 渐 近 式 (5. 2) 直接 求学 数 而 来 的 ;或 者 说 ,可 以 对 
渐 近 式 (5. 2) 求 导数 . 

问 样 可 证 新 近 式 (5. 3) 成 立 , 并 且 对 它 也 可 以 求 导数 .上 

从 性 质 1 可见, Jatx) 和 了 tz) 都 有 无 穷 多 个 败 点 [而 县, 它们 
的 零点 是 相互 交错 的 ( 见 第 九 章 8$ 1 的 定理 1)]. 另外 ,由 Jt) 的 
表达 式 可 知 
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Jt0} = 1， JaC0) =D ( 当 % 让 1); 
并 可 证 明 


lim Yan(Cz) 一 -一 SC: 


+ 一 ”站 十 


由 此 可 见 ,Ja(zy 和 zz) 是 线性 无 美的 ,下面 的 图 7-1 和 图 7-2 分 
别 表示 了 .ntz) 和 了 kzy 当 a 一 0 和 1i 时 的 大 致力 形 . 


我 们 已 经 知道 .na(z) 有 无 穷 多 个 零点 ,并 且 它 们 都 是 简单 的 
‘否则 将 推出 mw(z) 为 零 解 )- 设 这 些 零点 依次 排列 为 
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O00). 
‘注意 ,它们 与 x 有关 .) 
在 实际 应 用 中 , 友 时 刻 在 区 间 0 所 上 委 1 上 考 虚 函数 系 
TB TnCBat), a, Tal Brty, 5.10) 
我 们 有 下 面 的 
性 质 2 函数 系 (5. 10) 在 区 间 0 所 上 1 上 是 一 个 以 上 为 权 的 
正 交 系 , 即 


0， 当 J 六 Es 
tn | Un , = B, ， 
| CBjtY Tat Bety dt 人 > 0 当 二 到 《5. 1 
并 且 , 可 以 算出 ma,s 一 二 E7w'CB6) 了 ， 
证 明 令 
二 ‘Jalai), -号 二 dante), 
并 以 ， 表 示 对 + 上 求 导 数 , 则 由 页 塞 尔 方程 (5. 1) 推出 
十 本 十 Ca 一 ng 二 人 


和 . 
十 胡 十 (5 相 一 mp 一 
出 上 面 两 式 容易 得 出 
Bw — wo) 十 起 天 一 富 》 十 起 (有 一 证 Ja 一， 
消去 因子 纪 ,可 把 上 式 疏 写 为 


ARS — 0)] a — Fyuv = 0 
积分 工 式 , 并 注意 a(0) 和 20) 是 有 界 的 ,得 到 
faz — bh?) 人 ea 一 afl)5r17》 一 PCDaeCl7， (5. 12) 
由 于 
ul) = Gy u(y ~ qdr' tq), 
v1) = nb of) = bln' (py), 


所 以 在 (5.12) 中 取 a = 二 让 和 8 二 所 Gj 隆 避 ;并 注意 户 和 i 都 是 
wz 的 零点 ;就 可 得 出 C5. 11) 中 的 第 一 部 分 ， 然 后 ,在 (5, 12) 中 
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皮 2 一 应 和 = 夫 房 , 则 有 
[ACOIRT ND 一 


如 ， 
不 hee CPE: 


在 上 式 中 令 4 一 局, 并 在 右 端 应 用 洛 必 达 法 则 ,就 可 得 到 
NTC Feat 一 到 [7 (8 了 

因为 记 是 .mkz) 的 简单 零点 ,所 以 上 式 右 端 是 一 个 正 数 , 这 就 证 明 
了 (5. 11) 中 的 第 二 部 分 .| 

与 勤 让 德 正 将 多 项 式 系 相 仿 ,我 们 也 可 以 讨论 函数 了 (6 在 区 
闻 六 雪上 和 1] 上 关于 山 塞 尔 正 交 国 数 系 (5. 10) 的 天 开间 题 ， 

设 函 数 .Pgz7 在 区 闻 站 < 委 z 扫 1 上 可 积 , 则 可 考虑 它 革 于 贝 赛 尔 
正 交 蓝 数 系 (5. 10) 的 如 下 展开 


f(z) ~ Dada CPer), (5, 13) 
“2 
其 中 广义 情 里 叶 系 数 
-2 
人 hs CD Ta Bt 


可 以 证 明 , 如 果 vz f(z) 在 0 所 + 所 1 上 绝对 可 积 :并 且 在 3 
未 所 列 的 条 忻 之 一 成 立 ; 央 (5,13) 右 侧 的 广义 博 里 呈 级 数 在 * 一 
加 点 (0 之 zo 之 了 收 合 到 三 [fCzo 一 0) 十 了 (zo 十 0] 特别 ,如 果 
ffz) 还 在 mm 点 连续 , 则 它 的 广义 情 里 叶 级 数 就 收敛 到 (x0)， 
习题 7-5 
1. 试 证 ， 
Ea)] = ts 


下 
Lt = xy, 


2. 证 明 半 闵 数 阶 的 贝 塞 尔 沙 数 为 


J = 和 A/ 志 sinz， J_ 12) /之 cosz 。 《并 从 图 ) 
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_ {1)" Nt 1 Sinx 
2 人 Ds 
i = ] 4 中 Se 
J 一 J 3 Ca 
[| 
“3. 用 贝 塞 尔 冰 数 表达 微分 方程 
扩 十 做 一 们 


的 通 解 ， 


第 八 章 ”定性 理论 与 分 支 理 论 初步 


由 法 国 数学 家 志 . 上 全 (Poincaré,1854 一 1912) 在 十 九 世 纪 八 十 
年 代 所 开创 的 微分 方程 定性 理论 ,不 借助 于 对 向 分 方程 的 求解 ,而 
是 具 微 分 方程 本 身 的 一 些 特点 来 推断 其 解 的 性 质 ( 例 如 周期 性 、 稳 
峙 性 等 ), 因 而 它 是 研究 非 线 性 微分 方程 的 一 个 有 效 的 手段 , 自 本 
址 纪 以 来 已 威 为 常 粕 分 方程 发 展 的 主流 - 

与 庞 卡 芋 同时 ,俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 (ilauynoe, 1857 一 
1918) 对 微分 方程 解 的 稳定 性 所 作 的 深入 研究 ,是 定性 理论 的 又 一 - 
个 葛 基 性 工作 .… 

近年 来 ,人 们 不 仅 关心 微分 方程 的 某 一 个 解 在 初 值 或 参数 扰 
动 下 的 稳定 性 ( 即 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 ) ,而 且 关 心 在 一 定 范 围 内 解 
族 的 拓扑 结构 在 微分 方程 的 扰动 下 的 稳定 性 ( 即 结 梅 稳定 性 ) ,以 
及 这 种 稳定 性 遭 到 破坏 时 所 出 理 的 分 支 fbifurcation) 现 象 和 浑 沌 
Cchaos) 现 象 ， 电子 计算 机 的 广泛 应 用 和 日 新 月 异 的 进展 为 研究 这 
些 现象 握 供 了 有 力 的 新 工具 ,并 且 使 得 对 微分 方程 的 定量 研究 义 
有 了 可 能 . 然而 .作为 任何 一 种 定量 计算 的 基础 ,对 解 族 的 定性 分 
析 仍 是 不 可 替代 的 一 步 . 

鉴于 微分 方程 定性 理论 的 应 用 己 深 入 到 许多 自然 学 科 和 社会 
学 科 的 领域 ,我 们 似 有 必要 在 本 书 中 对 它 的 一 些 基 本 概念 和 基本 
方法 作 一 个 初步 的 介绍 有 意 涉 足 这 一 领域 的 读者 可 参考 文献 
[5 、 Le、L9 [Li LI73 一 [1t9]. [21].L23] 一 [25] 等 . 


§ 1. ”动力 系统 , 相 空 间 与 轨 线 
假设 -个 运动 质点 M4 在 时 刻 :的 寅 间 坐 标 为 x* 一 《xz1，… ,zn). 
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并 且 已 知 它 在 x 点 的 运动 速 魔 为 YX 一 (oz ,som (0)), 它 内 
与 空间 坐标 x 有关, 则 我 们 推 得 质点 坚 的 运动 方程 为 


更 时 
2 C1.1) 


它 是 一 个 自治 微分 方程 ( 见 第 五 章 的 8 1)， 如 果 函 数 vlx) 满足 微 
分 方程 解 的 存在 和 唯一 手 定 理 的 条 件 , 则 对 于 任何 初 值 条 件 


x(ty) xn C1.2) 
方程 红 . 1) 存在 唯一 的 满足 初 值 条件 (1. 2) 的 多 
# Oo pi Xo), C1, 3) 


它 描述 了 质点 M 在 时 刻 经 过 xo 点 的 运动 . 

我 们 称 x 取 什 的 空间 所 为 相 室 则 ,而 称 避 5x) 取 值 的 空间 忆 XX 
局 为 增 广 相 空 间 . 按照 微分 方程 的 几何 解释 ,方程 (1. 1) 在 增 广 相 
室 间 中 定义 了 一 个 线索 场 , 而 解 (1. 3) 在 增 广 相 空间 中 的 图 象 是 
一 条 通过 点 (4 ,xo) 与 线 素 场 吻 合 的 光 窒 曲线 (积分 曲线 )， 现在 我 
们 从 运动 的 观点 给 出 另 一 种 几何 解释 : 方程 (1l. 1) 在 相 空 间 中 的 
每 -点 x, 给 定 了 一 个 速度 问 量 

wxy) = Co Cx vr Cr)), Cl. 4) 

因而 它 在 相 空 间 中 定义 了 一 个 速度 场 (或 称 向 量 场 ); 而 解 的 表达 
起 (1.3) 则 是 和 空间 中 与 速度 场 (. 4) 吻合 的 一 条 光滑 曲线 5 称 为 
扫 线 》 的 参数 方程 ,其 中 时 间 1: 为 参数 , 且 和 参数 4 对 应 丁 辆 线 上 的 点 
0- 随 着 时 间 + 的 演变 ,质点 在 相 空 间 中 沿 轨 线 运 动 , 通 常用 征 涉 在 
雪线 上 标明 相应 于 时 浊 主 放大 时 的 运动 方向 . 容易 看 二 , 相 较 线 是 
增 广 相 空间 中 的 积分 碍 线 祝 上 轴 疝 相 空间 的 投影 , 它 是 质点 时运 
动 的 轨迹 , 国 此 有 了 明显 的 几何 意义 ， 由 于 在 一 般 情 形 下 得 不 出 解 
《1 3) 的 明显 表达 式 , 所 以 我 们 面 对 揭 任务 是 :从 向 量 场 41. 4} 的 
特性 出 发 ,去 获取 轨 线 的 几何 特征 ,或 者 更 进一步 ,去 弄 清 轨 线 族 
的 拓扑 结构 匮 ( 称 为 相 图 ). 因此 ,微分 方程 的 定性 理论 又 称 作 册 
何 理论 . 

如 果 x 是 速度 场 (1.4) 的 零点 , 肥 
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Ylx0) 二， 

则 显然 方程 61. 1) 有 一 个 定常 解 x 二 ww. 换 向 话说 ,点 two) 就 是 一 
茶 轨 线 . 这 时 我 们 称 点 xo 为 方程 叫 . 17 的 一 个 平衡 点 , 它 表 示 了 运 
动 的 一 种 平衡 态 . 伪 后 我 们 会 看 到 ,在 平衡 点 附近 的 轨 线 可 能 出 现 
各 种 奇怪 的 分 布 ,而 且 当 4 一 co 人 或 一 co) 时 ,其 它 轨 线 有 可 能 趋 
向 (或 远离 ) 平衡 点 . 通常 ,把 方程 Cl. 1) 的 平衡 点 叫 作 奇 点 ，、 

如 果 解 (1.3) 是 一 个 非 定 常 的 周期 运动 , 即 存在 了 > 09, 使 得 

pt Tto rx) (0 
. 则 它 在 四 空间 中 的 轨 线 是 一 条 闭 曲线 , 弃 即 闲 轨 . 随 着 :一 品质 
点 M 在 闭 轨 上 作 周 而 复 始 的 运动 .… 
KK 例 13 变质 点 用 Cz) 在 zy 平面 上 二 动 ,已 知 人 在 (x， 1) 

鳞 的 速度 vcx,y) 由 有 如 下 的 水 平 与 垂直 分 量 ; 

vr 二 十 x2 十 至 一 1 ww 二 Tz 十 y{Y 十 六 一 1)， 
则 质点 的 运动 方程 为 | | 


dr 


天 二 一 多 十 xz 十 六 一 1)， 


g 《1.57 
yr 1). 


应 用 极 椎 标 , 令 # 一 reos9, y = rsin9, 则 可 以 把 方程 (1. 5) 转 


化 为 
此 一 [gz 一 ]) 
9 
和 1. 
然后 由 此 积分 得 
， 1 
tC 
" wy ] 一 ie 


设 -(0) 一 ro 0(0 一 6, 及 相应 地 z(0) 一 区， gy 人 二 yo; 则 0 二 


因此 , 当 (20s 如) 点 位 于 单位 贺 周 三 之 内 时, C1 过 0; 当 
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(zs 点 伺 于 单位 圆周 工 之 外 
时 ,ec > 0 入 当 (ze 点 位 于 
单位 园 周 生 之 上 时 ,ec 一 0. 由 
此 不 难得 出 , 依 初 什 (x6;8) 的 不 
同 , 系统 (1. 5) 的 较 线 有 知 下 四 
种 不 同 的 类 型 ; 

(1) 当 (z0sg6) 一 (0.07 时 ， 
加 线 就 是 奇 点 50,0), 此 时 , (0,0) 
是 系统 (1. 5) 的 唯一 平衡 点 ， 

(2) 当 (《zovgo)》 点 在 单位 圆周 图 8-1 
之 上 时 ， 相应 的 轨 线 就 是 闭 轨 

它 以 递 时 针 方向 为 正 向 ， 

《3) 当 Croygo) 点 在 卫 之 内 并 且 不 同 于 点 上 0,0) 时 ,相应 的 轨 线 
是 工 内 的 非 闭 曲 线 . 当 ! 一 十 ee 时 ,， 它 逆 时 针 盘 旋 站 向 于 平衡 点 
《0,0)+ 而 当 # 一 一 so 时 , 它 顺 时 针 盘 旋 趋 于 闭 轨 三 

《4) 当 (zorg) 点 在 了 之 外 时 .相应 的 轨 线 是 在 六 外 部 的 非 卫 
电线 ,而 县 当 tr oo 时 , 它 顺 时 针 盘 旋 趋 于 三 

图 8-1 是 系统 (1.5) 的 相 图 , 币 图 8-2 则 显示 了 解 的 两 种 不 同 
的 几何 解释 积分 曲线 线 。 们 加 td 

现在 ,我 们 到 着 重 指出 ; 任何 一 自治 微 分 六 入 部 具有 1》 
的 形式 ， 而 且 只 要 右 庙 东 孝 满足 解 的 存在 和 叭 一 性 条 件 , 就 可 以 对 
它 作 出 如 . 上 的 动力 学 解释 (不 管 它 的 自 变量 :是否 代 表 时 间 ), 并 
相沿 效 相 空间 、 扫 线 、 平衡 点 ( 奇 点 ) 和 闭 软 等 概念 . 在 这 个 意 文 
下 ,我 们 就 把 51. 1) 称 为 个 动力 系统 . 

下 型 是 动 万 条 统 的 几 个 基本 性 质 . 

i” 积分 曲线 的 平 物 不 变性 : 系统 (1. 1) 的 积分 曲线 在 增 广 
相 鹤 间 中 洛 1 铀 任意 平移 后 还 是 (1. 1) 的 积分 曲线 . 

事实 上 , 没 x= ptt) 是 系统 (1. 17 的 : -个 解 , 则 出 方程 的 白 消 
性 可 以 点 接 验 证 ,村 任意 的 常数 Cx 二 wtf 十 0 也 是 局. 1) 的 解 . 
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图 382 (fa 的 ) 在 工夫 Cavsyo) 所 Cetxosye) 在 下 外 


2 轨 线 的 唯一 -性 : 系统 (1. 1) 过 相 空 向 中 的 任 一 点 只 有 一 
茶 轨 线 通过 . 
事实 上 ,假设 在 相 空 间 的 加 名 点 附近 有 两 条 不 同 的 轨 线 眉 4 和 
4 都 通 过 x 点 . 则 在 增 广 相 空间 让 至 少 存在 两 条 不 同 的 积分 曲线 
段 和 了 (它们 有 可 能 腐 干 同一 条 积分 曲线 ) ,使 得 它们 在 相 空间 
中 的 投影 分 别 是 4 和 如 ( 匈 图 8-3, 这 里 不 妨 设 4 < 4), 现在 把 不 所 
在 的 积分 里 线 沿 《 畏 向 右 平移 一 6, 则 击 性 质 1" 知道 ,平移 后 得 
色 的 鸭 名 是 系统 1) 的 积分 内线 ， ,并 且 它 与 户 至 少 有 一 个 公共 
点 因此 ,利用 解 的 叭 一 性 ,六 和 六 应 完全 重合 ,从 而 它们 在 相 空 
问 中 有 相同 的 投影 、 另 一 方面 ,与 六 在 相 空 间 显然 也 有 相同 的 
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投影 . 这 续 含 和 在 相 室 司 中 的 点 附近 有 相同 的 投影 ,而 这 
与 上面 的 假设 相 基 盾 ， 

人 性质 1° 和 性 质 ?说 明 ， 全 条 雏 线 都 是 说 1 轴 可 平移 重合 的 一 
族 积 分 曲线 的 投影 . 侧 且 只 是 这 族 积分 曲线 的 投影 

此 外 ,由 性 质 j* 还 可 知道 ,系统 (1 1) 的 解 (1 3) 的 一 个 半 移 
wt 一 60, 也 征 0. 1) 的 解 ,并 且 容 易 看 出 它 与 (1.3) 一 样 满足 
相同 的 初 值 条 件 (1. 2), 从 而 由 解 的 唯 性 它 们 应 该 惜 等 ; 凤 

rn plts trx0). | 

加 此 ,在 0.12 的 解 族 中 我 们 只 须 考虑 相 永 于 初始 时 蓝 5 一 0 的 
解 , 许 简 沁 为 


prx0): = Pits 0 XI), 
3 群 的 性 质 ， 系统 (1 1) 的 解 leno) 满 是 关系 起 
pls ph, 1x) 一 a (1 6) 
此 式 的 含意 是 :在 相 空 间 中 ,如 果 导 和 出 发 的 运动 沿 轨 线 经 过 时 
间 如 到 达 xi 二 pL wxo) ;上 骨 经 过 时 间 厂 到 这 x 二 p(t ;pdx0))， 屠 
么 从 出 发 的 运动 沿 轨 线 经 过 时 间 十 右 也 到 达 x ， 
事实 上 ,由 性 质 1 ， 和 人 导 十 5,xo) 是 系统 (1. 1) 的 解 ,而 且 易 知 
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它 与 解 @6beGxo) 在 (一 0 时 的 初 值 都 等 于 9 ,xo), 因 此 ,由 解 
的 叭 一 性 得 知 它 们 应 恒 等 : (os 0 人 十 二 :ze 特 列 , 取 
上 一 如 ,就 得 到 (1.6) 式 . 

【附注 11 假设 对 于 任意 的 m Eee2 志 并 ,系统 (1.1) 的 解 
Wsx0) 都 在 一 0 之 1 之 co 上 存 站 (不 难 证 明和 如 果 {1.1) 不 具有 
此 人 性质, 那么 系统 

dx [ 

性 vv 十 TCD 
具有 此 性 质 , 丽 后 者 与 前 者 有 相同 的 胃 线 ), 则 对 任意 固定 的 已 解 
Cx0) 给 出 了 一 个 从 有 到 产 的 变换 w, 它 把 mm 变 到 ptt,xo). 因 
此 ,三 : 二 {gy | EER} 形成 了 一 个 单 参数 的 变换 集合 . 它 具 有 性 

1 9 是 恒 同 变换 ; 时 了 

1 对 一 切 50, px) = 
os TiCxo) 3 | 

下 9tfxo) 对 上 和 mm 均 连 继 . 

”注意 ,性 质 工 是 前 面 性 质 3 的 一 个 等 价 写法 . 从 性 质 IT 不 仅 
人 运算 的 封闭 性 ,而 且 显 示 了 对 复合 运算 

合 律 和 交换 律 , 这 使 得 卫 在 变换 的 复合 运算 下 作成 … 个 加 法 
pt 我 们 为 什么 把 性 质 3 叫 作 群 的 性 质 ). 性 质 [ 
说 明 ，w 是 群 中 的 单位 元 ,而 从 性 质 1 和 1 不 难得 出 , p_1 是 w 
的 道 元 这 种 具有 性 质 1 一 了 的 单 参 数 连 续 变 换 妊 称 为 一 个 抽 
象 动力 系统 (或 拓扑 动力 友 统 ); 如 条 再 要 求 因 是 可 微 的 . 则 称 它 
为 微分 动力 系统 . 这 是 近 一 、 三 十 年 来 发 展 很 快 的 一 -个 研究 方向 . 

【附注 23 ”对 于 非 自治 系统 


和 =v + 其 ] ， {1.7} 


上 面 的 性 质 1” 一 3° 不 肯 成 立 ， 但 我 们 可 以 把 它 禄 为 高 - - 维 空间 上 
的 自治 系统 . 事实 上 , 令 - 
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则 系统 (1. 7) 等 价 于 # 十 工 维 相 空 间 中 的 自治 系统 


dy _ 
训 = wy). 


当然 , 维 数 的 升 高 一 般 会 使 讨论 的 难度 增 大 ， 


$ ?。。 解 的 稳定 性 


2. 1 “地 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 概念 


在 第 五 章 的 8 3 中 ,我 们 讨论 了 微分 方程 的 解 对 初 值 的 连续 
依 坊 性 ,并 指出 了 这 个 问题 的 实际 意 羡 , 那里 的 讨论 方法 只 适用 于 
自 变 量 在 有 限 闭 区 闻 内 取 值 的 情况 . 如 果 自 变量 扩展 到 无 穷 区 间 
上 ,那么 解 对 初 秆 不 一 定 有 连续 依 连 性 , 这 就 产生 了 在 李 著 普 诺 去 
意义 下 的 稳定 性 问题 . 我 们 先 来 看 两 个 实际 岗子 . 

前 先 考 察 上 一 节 中 的 例 1. 从 图 8-1 可 以 看 出 ,系统 (1. 5) 的 平 
衡 点 C0,0) 有 一 个 重要 特征 :从 它 附 近 ( 单 位 圆周 栈 内 部 ) 的 任 一 
点 出 发 的 轨 线 当 + -> 十 c -时 都 趋向 于 (0,0) 点 . 粮 刘 话说 , 初 值 点 
的 小 的 偷 差 不 厂 响 解 的 最 终 趋 势 . 因此 ， 我 们 把 系统 51. 1) 的 平衡 
点 (0,0){ 或 相应 的 解 > = 0,y 一 07 称 为 渐 近 稳定 的 - 

其 次 ,我 倍 再 考察 第 五 章 捍 8 1 中 无 阻尼 单 摆 的 振动 问题 . 于 
里 得 到 的 振动 方程 为 

总 


半 ， 
7 十 wesinr 二 但 


或 写成 如 下 的 等 价 形式 


‘2.1) 
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这 是 个 二 维 的 动力 系统 ,第 五 章 的 图 5-5 是 它 的 相 图 ， 容 易 看 
出 , 昌 然 (0.0) 点 和 (zx,0) 点 都 是 系统 (2.1) 的 平衡 点 ,但 联系 到 周 
转轨 线 的 分 布 就 会 发 现 ,它们 具有 过 然 不 同 的 特征 :从 C0,0) 点 附 
近 出 发 的 轨 线 可 以 停留 在 C0,0) 点 的 任意 小 邻 域内 , 只 要 相应 的 
初 值 点 足够 靠近 (0,0); 而 Cs,0) 点 附近 的 轨 线 ( 除 两 条 外 ) 都 要 中 
出 fry0) 点 的 某 个 邻 城 之 外 ,无 论 相应 的 初 值 点 多 么 人 靠近 Cx, 0)， 
这 两 种 情形 的 力学 含意 是 :只 要 摆 球 偏离 下 垂 平衡 位 置 ( 初 值 ) 足 
够 小 ,而 且 初 始 角 连 度 足 壕 小 , 它 就 将 在 下 垂 平 衡 位 置 附近 作 小 振 
幅 的 周期 摆动 ; 但 当 押 球 处 于 上 举 平 衡 位 置 时 ,无 论 有 和 多么 小 的 
偏离 ( 除 二 个 特例 外 ) , 它 将 开始 进 动 或 作 大 振幅 的 周期 摆动 ( 依 初 
妈 偏 离 位 置 上 的 初始 角速度 的 大 小 耐 定 ). 针对 上 述 不 同 的 特征 ， 
我 们 把 平衡 点 (0,0) (或 定常 解 z = 0,y 二 0) 称 作 是 稳定 的 {但 不 
是 浇 近 稳定 的 ), 而 殷 平 衡 点 tz ,0) (或 定常 解 x 二 ;3 二 00 称 作 是 
不 稳定 的 ， 
现在 ,我 们 考虑 一 般 的 方程 
f(t, C2. 2) 


其 中 靖 数 1G,x) 对 xE GC 所 和 tE (一 oo,o0) 连续 ,并 对 x 满足 
李 氏 条 件 . 又 假设 (2. 2) 有 一 个 解 x 二 qt) 在 4 所 t < co 有 定义 . 
如 染 对 任意 给 定 的 : 守 0, 都 存在 5= 60w) > 0 使 得 只 要 
[xo 一 BU) | < 《2. 3) 
方程 (2,2) 以 x(00) 二 xo 为 初 值 的 解 xCisto,xo) 就 也 在 上 和 和 有 和 定 
交 , 并 二 满 忠 
| 加 ro 一 四 (| < 2, 《对 所 有 的 1 宇 6)， 《2. 4) 
则 我 们 称 左 程 (2. 2) 的 解 x 一 (9 是 (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 ) 稳定 
的 . 假设 x = gu} 是 榴 定 的 , 泊 愉 存在 (00 之 吉 筷 介 , 使 得 有 只要 
| CO) | < 证， (2.5) 


lim | xs 和 va) 一 mn) 一 0， (2. 6) 


tf- 
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则 称 解 x 一 mt 是 (在 李 共 普 诺 夫 意 义 下 ) 渐 近 稳定 的 如 果 解 x 
二 9( 昌 不 是 稳定 的 , 则 称 它 是 不 稳定 的 . 

些 外, 如果 把 条 件 (2. 5) 改 为 ; 当 xo 在 区 域内 时 ,就 有 (2. 86} 
成 立 ( 这 里 假设 gc) E D), 则 称 D 为 解 * 一 9) 的 渐 近 稳定 域 ( 或 
吸引 域 )， 如 果 吸 引 域 是 金 空间 , 则 称 解 * 二 wt) 是 全 局 渐 近 稳定 
的 . 例如 上 节 例 1 中 的 定常 解 了 = 9G,y 一 和 的 极 引 域 是 单位 圆 内 整 
个 开 区 域 , 它 不 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 

【附注 1 ”如果 把 芋 面 定 文中 的 1-> 王 改 为 1 一 cm 相应 

地 ,要 假设 解 在 ! 扫 名 时 的 存在 性 闪 则 可 得 出 负 向 渐 近 稳定 、 负 向 
稳定 和 负 向 不 稳定 的 相应 定义 .一般 情况 下 ,我 们 考虑 正 向 的 稳 
定性 ,而且 省 小 “ 正 向 ”两 学 ， | 

本 节 的 中 心 内 容 是 :对 于 给 定 的 方程 人 2, 2) ,设法 (不 通过 求 遂 
解 ) 判断 某 个 已 知 特 解 的 稳定 性 . 我 们 将 介绍 两 种 方法 ,线性 近 必 
方法 ,和 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 . 

为 了 简化 讨论 ,我 们 在 下 文中 上 只 考虑 方程 (2. 2) 的 零 解 x 一 0 
的 稳定 性 ( 即 假设 f(t,0) 三 0). 事实 上 ,在 变换 y= 二 x 一 CO 之 
让, 总 可 以 把 上 述 一 般 问 题 化 成 这 种 特殊 的 情形 。. 


2.2 ” 按 线性 近似 判断 稳定 性 


我 们 把 方程 (2. 2) 右 端的 画 数 fb 注意 ,ft0) 二 中] 展开 
成 x 的 线性 部 分 4GDx 和 非 线 性 部 分 NC,x) (Cx 的 高 次 项 ) 之 积 , 即 
考虑 方程 


并 = Ax + Nx), (2.7) 
其 中 4 的 是 一 个 2 阶 的 矩阵 亢 数 ,对 :党 融 连 续 ; 而 函数 tx) 对 


1: 和 x 在 区 域 


0: ti | (2,8) 
土 连续 ,对 * 满足 李 氏 条 件 , 并 且 还 满足 NGi,0) 二 00 之 ft) 和 
Hm 0， (对 :1 尝 与 一致 成 立 )，。 (2.9) 


TO re Pm 
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由 于 我 们 考 虚 的 是 (2.7) 的 零 解 * 二 0 的 稳定 性 ,因而 只 考察 
3 jxel 较 小 时 以 (t,xo) 为 初 征 的 解 , 可 以 预料 :在 一 定 的 条 件 下 ， 
广 程 《2, 7) 的 零 解 的 稳定 性 与 与 其 线性 化 方程 . 


均一 A 人 10) 


的 零 解 之 稳定 性 密切 相关 下 面 ， 我 们 先 考察 姐 何 判定 线性 方程 
(2. 10) 的 零 解 的 稳定 性 ,然后 再 来 研究 在 何 种 条 件 下 和 非 线 性 方程 
(2.7) 的 零 解 的 稳定 性 可 由 它 的 线性 化 方程 (2. 107 所 决定 . 
没 9(0 是 齐 次 线 狂 微分 方程 (2. 10) 的 一 个 基本 解 短 阵 ， 而 且 
谐 是 中 人 一 吾 . 
引 理 1 方程 (2.10) 的 零 解 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 存在 正常 数 
kK > 0, 蕴 得 
| 之 下 当 t1 庄 轴 (2, 11) 
〈 即 (2， 10) 的 一 切 解 都 是 有 界 的 ). - | 
证 明 先 设 (2， 1 成 立 . 则 对 任意 的 :> 0， 只 要 | 去 元， 
以 人 axe) 为 初 值 的 解 x《4,tsxo} 就 满足 
jxtits tn, x0) | 一 xl < rs 《2. 12) 
即 (2. 10) 的 零 解 是 稳定 鱼 ， 一 
反之 , 设 方程 (2. 10) 的 零 针 是 稳定 的 . 网 由 稳定 性 定义 易 知 ， 
对 服 定 的 常数 >0, 存 在 常数 > 使 得 当 |xol < 空 名 时 ， 
《2. 129 成立. 特别 ,取悦 ;后 lxo| 王 c 而且 先 后 取 x 一 ew 其 中 
表示 第 ;个 分 量 为 1 的 单位 列 向 量 ,一 1.2 则 四 (的 第 ; 列 
B72) 一 多 人 je 满足 


| 更 (0 | 委 二 ， 0). 
因此 ,只 要 取 A = 也 就 得 到 (2. 11) 式 . ] 


引 理 2 办 程 (2. 10) 的 堆 解 是 渐 近 稳定 的 ; 当 有 内 仅 当 
lim | 作 ( 人 | 之 0. 
tno 
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证 明 ”注意 方程 (2. 10) 的 解 xitiaszo) = GD0m, 则 引 理 的 时 
论 自明 .上 

当 4( 是 常 矩 阵 4 时 ,利用 第 六 意 的 $2 中 有 关 常 系数 齐 次 
线性 微分 方程 组 基 解 拭 阵 的 结果 ,和 上 面 的 两 个 引 理 ,容易 得 到 下 
面 的 结论 . 

定理 1 ” 设 线性 方程 (2. 10) 中 的 矩阵 4(2) 为 常 矩阵 4, 则 

1) 零 解 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 和 矩阵 4 的 全 部 特征 根 都 有 负 
的 实 部 ， : 一 

5 零 解 是 稳定 的 , 当 且 仅 当知 阵 4 的 全 部 特征 根 的 实 部 是 韭 . 
下 的, 并且 那些 实 部 为 零 的 特征 根 所 对 应 的 约 当 岂 都 是 一 阶 的 ; 

3) 零 解 是 不 稳定 的 , 当 且 权 当 矩阵 4 的 特征 根 中 至 少 有 一 个 
实 部 为 正 或 者 至 少 有 一 个 实 部 为 零 , 且 它 所 对 应 的 约 当 块 是 高 于 
一 阶 的 ,上 

一 般 而 育 , 非 线性 微分 方程 (2. 7) 的 零 解 可 能 与 其 线性 化 方 
程 (2, 10) 的 零 解 有 不 同 的 稳定 性 . 但 李 雅 普 诺 夫 第 一 个 指出 , 当 
4AL) = 4 为 常 矩 阵 , 上 且 4 的 特征 根 全 部 其 有 负 实 部 或 至 少 有 一 个 
具有 正 实 部 时 ,方程 (2.7) 的 零 解 的 稳定 性 则 由 它 的 线性 化 方程 
(2. 10) 所 决定 具体 地 说 ,我 们 有 下 面 两 个 定理 . 

定理 2 设 方程 (2.7) 中 的 4060 = 4 为 常 矩 阵 ,而且 4 的 全 部 
特征 根 都 上 共有 负 的 实 部 , 则 (2. 7) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

定理 3 设 方程 12.7) 中 的 AO) 二 4 为 常 答 阵 .而 1 1 的 特征 
根 中 至 少 有 一 个 内 有 正 的 实 部 , 则 (2,7) 的 零 解 呈 下 检定 的 ， 

下 面 我 们 只 给 出 宇 理 2 的 证 明 , 并 顺便 介绍 在 名 的 格 龙 瓦尔 
(Gronwall》 个 等 式 . 定理 3 的 证 明 可 参考 文献 [2] 的 第 十 三 章 . 

引 理 3 推广 的 格 龙 瓦尔 引 理 》 设 实 值 的 和 非 负 的 畏 数 “ 


和 站 在 区间,#Hi 上 起 连续 的 . 攻 对 1 EE fa ,有 一 
站 
uf) : 汗 | [Latents) 十 Kjdss (2. 13) 


.其 中 志和 六 是非 名 时 常数 , 则 当 EL] 村 ,我 们 有 
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uD fet KG te hr. 《2. 14) 


当 gl 二 a 为 常数 且 K = 0 时 ,就 是 格 龙 瓦尔 原先 的 不 等 式 . ] 
证 明 ”由 (2.13) 可 得 
ota 二 下 

十 | [atsyuts) 十 Kk las 


十 | [aks)agsy》 十 Kds 


Ql 和) 十 


我 


at) 二 FFE 


把 土 式 两 端 从 4 到 积分 ;就 得 到 
nfe 十 | [acsyags) 十 Kas} 一 lnc 


| alsyds + infe + KG 1 — ng, 

. ， 

由 此 推出 
C 十 | {atsYutse) + Klas < [C+ KG to) le 人 aceyas 


然后 再 把 (2. 13) 式 与 上 式 相连 接 , 即 得 (2. 14) 式 , 
定理 2 的 证 明 。” 取 x。, gf < 江 , 风 方 程 (2.7) 满足 初 值 条 件 
xb) = xo 的 右 行 解 x 二 pl) 存在 . 先 假设 此 解 的 右 侧 最 大 存在 区 
疗 为 [4,4), 我 们 最 终 将 证 明太 二 十 oo. 在 下 面 的 各 式 中 ,部 假 定 
A 
由 常数 变易 公式 ( 见 第 六 意 的 3 1) ,我 们 有 


PU) = el A 十 he 0AN Gwe) Yas 2. 15) 
由 于 第 阵 4 的 全 部 特征 根 都 具有 负 的 实 部 ， 因此 存在 正常 数 
到 和 p, 使 得 
| ee 一 二 A | Ee Fe— Pt—t), (2. 16) 
出 52. 15) 和 (2, 16) 可 得 
[oD | SRIxole™r 二 下 je- en NC,g08)) [a 


(2, 17) 
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另 一 方面 ,利用 条 件 (2.9 可 知 ,存在 常数 ,0 二。 二 起 ,全 

得 当 Ce, XEG 时 [必要 时 可 缩小 《2 28) 式 中 的 好 ,有 
Nx) ox ， | (2. 18) 
把 (2. 18) 代入 (2.17), 关 以 2? 全 吕 乘 所 得 不 等 式 两 侧 , 可 以 推出 


[my | et 一 三 7 < KE] Xn | 十 Ea [eee [wm ts) |ds. 
和 


再 利用 引 理 3 可 得 
| 的 (全 Jeet Hh) 二 下 |xo|eEett 一 ta)， 


以 “人 乘 上 式 两 侧 , 并 注意 “< 走 去 "我 们 有 


jp < Re Elaole 和 人 人 (2. 19) 
现在 取 正 数 5 < 天 到 ,网 只 要 1x6] 之 6, 就 可 由 (2,19) 推出 
wD | < KGLH, th). 
因此 ,利用 解 的 延 促 定理 ( 见 第 三 章 的 $3) 易 知 , 必 有 有 机 = 十 co， 
这 样 , 解 x 二 wD 对 一 切实 多 都 有 定义 ;并且 (2. 19) 起 当 二 守山 

时 成 立 . 这 就 是 说 ,方程 (2.7) 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 上 

【附注 ?于 不 能 用 定理 2 和 定理 3 判别 的 是 一 种 折 谓 临界 
情形 :和 矩阵 4 的 特征 根 中 没有 实 部 为 正 的 ,但 有 实 部 为 零 的 , 此 上 
方程 (2.7) 的 霍 解 的 稳定 性 不 仅 取 决 于 它 的 线性 部 分 ,而 及 还 依 
赖 于 它 的 更 高 阶 项 ， 例 刘 , 当 王 个 平面 动力 系统 的 线性 部 分 从 阵 
有 一 对 纯 虚 数 的 特征 根 时 , 它 的 零 解 可 能 出 现 渐 近 稳定 .稳定 和 不 
稳定 三 种 不 同 的 类 型 (读者 在 本 节 的 习题 5 中 适当 选取 不 同 的 函 
数 fkz,9) 就 可 实现 这 一 点 }. 对 于 临界 情况 的 稳定 性 ,可 以 用 下 载 
介绍 的 方法 去 判别 ， 有 兴趣 的 读者 还 可 以 参考 专著 [9] 中 的 第 四 
章 和 第 五 章 或 [25]， 


2. 3 。 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 
李 雅 普 诺 夫 在 他 的 巨著 “运动 稳定 性 的 一 般 问题 ”中 创立 了 
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处 理 稳定 性 问题 的 两 种 方法 :第 一 方法 要 利用 微分 方程 的 级 数 解 ， 
在 他 之 后 没有 得 到 大 的 发 展 ; 而 第 二 方法 则 巧妙 地 利用 一 个 与 微 
分 方程 相 联 系 的 所 谓 李 雅 普 诺 夫 函 数 来 直接 判定 解 的 稳定 性 , 因 
此 又 称 为 直接 方法 . 它 在 许多 实际 问题 中 得 到 了 成 功 的 应 用 . 
为 了 介绍 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 ,我们 先 看 几 个 例子 . 
【 例 1] 再 次 考察 $1 的 例 ! 中 的 方程 


空 一 一 十 zz 二 六 一 1)， 


ty + 
我 们 已 利用 它 的 通 解 判断 出 平衡 点 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 . 现在 我 
们 可 以 不 解 方程 ,直接 利用 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 来 推断 这 个 结论 . 
为 此 , 令 函 数 


【和 20) 


G8) 二 方 (二 六) 


则 它 显然 满足 下 述 两 个 菜 件 . 
杂 件 1 TC00,0) 一 0; 而 Yr 六 0, 当 (Czy9) 隆 (0,0), 
如 果 世 zy() 表示 微分 方 程 (2, 20) 的 任 一 轨 线 的 (参数 ) 
方程 ,并 且 记 
a 
证 (2. 20) 


( 它 称 为 函数 地 通过 微分 方程 2， 20) 对 1 的 多 导数)， 则 有 有 
dl 和 和 | | 
2.2 让 


= 工 c0 YY 


所 | 一 (各 十 名 人 | 


= 二 (二 一 1). 


因此 , 当 0 之 五 十 六 之 1 时 我 们 有 
dl 


条 件 2 乓 | 


df | :203 “ 
根据 茶 件 ! 和 条 件 2， 我 们 就 可 以 电 言 于 十 点 (0， 0) 是 渐 近 稳 
定 的 . 
.事实 上 ,条 件 1! 蕴含 了 函数 (zx,y). 的 一 个 几何 特性 :对 任意 的 
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晓 原 点 的 闭 曲线 ytO). 并 且 当 避 关 呈 时 ,wyC01) 与 Cs) 不 相交 ;而 
当 C 一 0 时 ,Ce) 收缩 到 C0,0) 点 ( 见 图 8-4)， 


(CCPC) 


峡 8-4 [好 -5 


”而 条 件 2 菊 合 了 六 在 (0,0) 点 附近 系统 (2. 20) 的 轨 线 站 与 上 述 
站) 的 一 种 相互 美 系 : 沿 着 轨 线 站 的 正 向 ( 央 沿 着 : 增 大 的 方向 ). 
Tz) 二 局 的 值 严 格 地 由 大 变 小 . 换 句 话说 , 拜 着 # 一 十 ,大 将 由 
外 向 内 穿 入 所 有 直到 的 0) (CC > 0), 最 终 趋 向 (0,0) 点 ( 见 图 
8-57, 这 就 说 明 平 衡 点 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 . 注意 , 厂 不 可 能 环绕 某 
一 600) 无 限 稚 旋 . 否则 ,7Ccay 就 是 (2. 20) 的 - :条 轨 线 ,而 这 与 条 
什 2 是 处 盾 的 . 
{ 贫 213 重新 考察 单 押 的 方程 (2. 1), 荐 ] 
,HE 
1 C2. 21) 
| 理 一 
， 是 
其 中 常数 ss>0. 我 们 用 -个 请 函数 来 志 接 判 断 平 衡 点 (0.0) 的 稀 
定性 . 为 此 , 令 


一 ASjnzry 
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Vr,y) = Fy 十 ql — cosz), 


则 它 在 平衡 点 (0,0) 附近 显然 满足 条 件 1 和 
,aril 
条 件 2 | (2, 211 一 人 
条 件 2* 波 明 , 当 0<C< 拉 1 时 , 闭 曲 线 y(0) 号 是 方程 (2. 21} 
的 轨 线 . 再 结合 条 件 1 可 知 , 平 衡 点 (0,.0? 是 稳定 的 ， 


实际 上 ,为 了 保证 人 0,0) 的 稳定 性 ,可 以 把 条 件 2* 减弱 为 


人 


条 件 2… er 


tt coy 
这 个 条 忻 的 几何 意义 是 : 当 正 数 C 较 小 时 ,办 yt0) 上 任 - -点 
Pu 出 发 的 雪线 广 当 it 汪 负 时 停留 在 v(0)》 所 围 的 区 域内 , 而 条 件 1 于 
含 ,只 要 Pi 足够 靠近 原点 , 则 过 Po 的 闭 曲 线 x0) 就 可 位 于 原点 的 
是 药 小 分 域内 ,因此 ,C0,0) 是 稳定 的 ( 见 图 8-6). 1 


〖 例 3] 对 于 方程 


4. 

元 一 乡 十 2 ss 

4 (2, 22) 
下 一 一 rs + 天 )， 
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rz 的 一 到 (2 十 屯 )， 


列 Tz,y) 显然 满足 条 件 1 和 


条件 3 守 | = (7 之 0, 当 ( sD) 到 (0,0). 


这 表明 , 沿 着 (2. 22) 的 轨 线 厂 当 1 增 大 时 5 的 值 也 随 之 严格 地 
增 大 . 换 旬 话说 ,从 (909,09 任意 近 处 出 发 的 轨 线 当 t 一 十 oo 时 都 将 
从 7(C) 的 内 部 穿 到 外 部 ,最 终 离 开 (0,0) ( 见 图 8-7)， 从 而 ， (0,0) 
是 不 稳定 的 . 1 

现在 ,不 难 把 例 1 一 人 鲍 3 中 的 思想 方法 提炼 成 一 个 一 般 的 判 
别 法 则 ,这 就 是 李 雅 普 诺 夫 的 第 二 方法 . 我 们 把 它 陈述 在 下 面 , 读 
者 不 难 给 出 它 的 严格 的 分 析 证 明 ( 也 可 参见 [9],[11] 或 [25])， 为 

了 简明 起 见 , 我 们 只 考虑 自治 系统 


i 
= fx), (2. 28) 


其 中 自 变量 x € 启 , 而 耻 数 fx) 一 《004 yfakx)) 清 足 初 值 问 
题解 的 存在 和 唯一 性 条 件 . ， 

假设 存在 标量 函数 Fkx) , 它 在 区 域 1x |<m 上 有 定义 ,并 且 有 
连续 的 偏 导数 . 先 对 了 提出 如 下 几 组 条 件 : 

条件 1 VOD) 一 0 FOx) > 0, 当 x 天 0. 

《此 时 , 称 上 为 定 正 函 数 , ) 


dy _W 
条 件 I 20 ae! | taf < 0 当 关 天 
( 即 华 | ,是 定 负 函 数 .) 
(82,29) 
， 
条 件 工 | 
. 三 -| 
(此 时 称 地 | ，， 为 党 负 函 数 . ) 
~ i | 02,23) 
“( 郑 招 | -是 定 下 函数 .) 
4.29) 


一 一 一 -一 一 一 oe 
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定理 4 《〈 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 判 据 ) 

1 若 条 件 1 和 条件 工 成 立 , 则 微分 方程 (2. 23) 的 零 解 是 溺 
近 稳 定 的 ; : 
2} 车 条 件 1 种 条件 1 * 成 立 , 则 微分 方程 (2, 23) 的 零 解 是 
稳定 的 ; | 

3) 若 条 件 【 和 条 件 直 成 立 ， 则 微分 方程 (2. 23) 的 零 解 是 不 
稳定 的 ， 和 

【附注 31〗 不 难看 出 , 当 条 件 I 一 中 的 不 等 号 全 部 反 置 
时 ,定理 4 仍然 成 立 . 

注意 ,对 于 判定 零 解 的 不 稳定 性 ,在 定理 4 的 结论 3) 中 所 提 
的 条 件 过 于 苛刻 .实际 上 上, 当 条 件 I 和 条 件 下 成 立时 ,微分 方程 
(2. 23) 的 零 解 是 负 疝 渐 近 稳定 的 . 下面, 我 们 介绍 一 个 判定 不 稳 
定性 而 条 件 较 弱 的 定理 . 

定理 5 ‘不 稳定 性 判 据 ) 对 于 方程 (2. 23), 若 存在 一 个 标量 
肖 数 Cx) 和 相 空 间 内 原点 某 邻 域 中 的 一 -个 开 子 区 域 个 ,使 得 

(1) VO 在 -六 内 连续 可 向 ; 

《2) -他 的 一 灾 边 界 & 作 通过 原点 ,和 且 Cx) ja 二 人 0; 

C3) 在 .广内 TCD 及 笋 | 均 为 正 数 ， 
则 (2. 23) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 上 

图 8-8 是 对 这 个 定理 的 几何 
解释 ;可 在 -广内 取 到 任意 接近 原 
点 的 xo: 使 得 党 着 从 xo 出 发 的 轴 
线 了 , 当 上 增 大 时 Fox 的 值 严格 
增 大 ,从 而 子 将 离开 原点 的 某 一 
邻 玻 . 这 说 明 零 解 是 不 稳定 的 . 
广 意 ， 定理 4 中 的 结论 3) 是 定理 
5 的 特殊 情形 : 这 时 .个 旦 -个 环 
域 和 过 娃 十 娠 二 rp 足够 .， 围 叶 引 
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小 ) ,而 它 的 一 支边 界 3 蜡 化 为 相 平面 的 原点 . 
本 节 中 的 几何 解释 都 是 对 2 维 相 空间 的 情形 作出 的 ,但 可 各 
元 图 难 地 推 到 更 高 维 的 情形 ， 只 项 以 等 位 面 Fo = 替代 上 区 
的 等 位 线 . 
【 例 4] 由 于 历程 


《2. 24) 


的 线性 部 分 第 阵 有 一 个 正 的 特征 根 ,所 以 由 定理 3 可 知 , 它 的 零 解 
是 不 稳定 的 . 现在 ,我 们 应 用 定 理 5 来 直接 判别 
事实 上 , 取 站 . 
Very) = wy 

各 | . 
= | yi OQ, . 
出 当 台 有 二 1 且 (fr 让 全 对; 有 FF 守 人 和 

三” 

二 {2. 347 


其 中 心 表示 关于 了 和 ?为 三 次 或 高 于 三 次 的 项 .因此 ， 定理 5 的 条 
件 全 部 满足 ,从 而 方程 62. 24) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 上 . 

在 结束 本 节 之 前 还 应 指出 , 理 然 用 宰 雅 普 诺 夫 第 二 方法 判断 
解 的 稳定 性 具有 直接 而 篇 明 的 优点 , 但 却 没 有 -- 般 的 方法 去 具体 
寻找 李 雅 普 谱 堪 酌 数 ， 尽管 它 的 存在 性 在 很 多 傅 形 下 是 已 经 证 明 
了 的 (这 就 是 所 谓 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 的 反问 题 )， 因此 ,对 于 
给 是 的 微分 方程 ,如 何 构造 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 从 而 判断 其 解 的 稳定 
性 ,至 今 仍 是 一 个 豚 引 人 的 研究 课 古 . 


二 十 六 十 让 计 0， 当 人 0 十 玉芝 1 


习 题 8-? 


1 证 明 :线性 方程 零 解 的 新 近 稳 定性 等 价 于 它 的 全 局 亲近 稳定 性 ， 
2. 设 与 1 都 是 标量 , 试 求 出 方程 
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fm 
训 ~= ox 


的 零 解 为 稳定 或 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 . 
3. 对 于 极 坐 标 下 的 方程 


1 
jo, i 当 r> 0， 
人 当 了 二 0， 
试 作 出 原点 附近 的 相 图 .并 研究 平衡 点 > 一 0 的 稳定 性 质 . 
4. 设 二 阶 常 系 数 线性 方程 


其 中 4 是 一 个 2 x 2 的 常 矩 阵 ， 记 | 
?一 一 tA4，《 与 知 阵 4 的 迹 反 号 )， 
?= dc， (和 盾 阵 4 的 行列 式 )， 
再 设 ?十 音 尖 0, 试 证 
1 当 p 半 0 且 9 六 0 时 , 零 解 是 浙 近 稳定 的 ; 
2) 当 ?>>0 且 ?= 一 0 或 z=0 且 > 时 , 零 解 是 稳定 的 ,但 不 是 新 近 
稳定 的 ; ， 
3) 在 其 它 情形 下 , 零 解 都 是 不 稳定 的 . 
5. 讨论 二 维 方程 
t= fr = x yr,y) 
的 零 解 的 稳定 信 , 其 中 本 数 yc, 风 在 所 ,0) 点 附近 是 加 续 可 向 的 , 
6 设 E 志 畏 数 gtr) 连续 , 且 mgtz 之 9 当 5 对 中 试 证 方程 
下 十) 一 0 
入 等 解 是 稳定 的 ， 但 不 是 靳 近 季 定 的 ， 
7， 研究 二 维 微 分 方程 


， T= # = 一 1 十 2 | 
的 两 个 平衡 点 前 稳定 性 ， 四 
8. 讨论 下 列 方程 等 解 的 稳定 性 : 
《17 zy 
[27 区 六 — ys 
(3) jot 卫 一 一 近 十 28r(z 十 的 3 


C4) 一 2z8 十 如 。 3 一 一 了 十 35. 
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$ 3， 平面 上 的 动力 系统 , 奇 点 与 极限 环 


基本 节 开 始 , 我 们 限于 讨论 平面 上 的 动力 系统 
尝 一 下 (CY, 
C3. 1) 
亚 

其 中 六 (x,y) 和 了 (zy) 在 cx,y) 平面 上 连续, 并且 满 足 进 一 步 的 条 
人 忻 , 雇 保证 初 值 问题 的 和 解 叭 一 ， 

由 于 平面 的 菜 些 特性 , 特别 是 由 于 约 当 汗 理 在 平面 上 成 立 
( 即 : 平 面 上 的 简单 闭 划 线 y 把 平面 分 成 两 部 分 ,连接 这 两 部 分 中 
任意 点 的 连续 路 么 必定 与 7 相交), 就 使 得 在 二 维 相 空间 中 的 轨 线 
分 布 比较 单纯 : 如 果 一 条 划 线 既 不 是 闭 轨 也 不 是 奇 点 ;那么 在 轨 
线 上 的 任何 一 点 都 有 一 个 小 邻 城 ,使 得 轨 线 在 走出 这 邻 域 以 后 永 
不 复 还 . 而 在 三 维 { 或 更 高 维 ) 相 空 间 中 轴线 的 分 布 可 以 没有 这 种 
单纯 的 性 质 . 斯 以 平面 动力 系统 的 理论 地 比较 单纯 和 完善 . 

如 果 从 (3,1) 中 消去 #, 则 得 到 方程 


dy 工人 3 
dz Xr yy) ‘3, 2) 


显然 ,系统 (3. 1) 的 奇 点 就 是 我 们 在 第 一 章 的 $2 中 对 形 如 (3. 2) 
药方 程 所 定义 的 奇异 点 ; 当 方程 (3. 2) 的 积分 曲线 不 含 奇 ( 异 ) 点 
时 , 它 就 是 系统 (3. 1) 的 一 条 雪线 ,而 当 方 程 (3. 2) 的 积分 曲线 路 
越 奇 5《 异 ) 点 时 , 副 产 铺 和 禁 汇 所 分 割 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 系统 
《3 2) 的 一 条 轴线 ,不 是 奇 点 徇 相 幅 称 疼 丝 点 ;利用 第 五 章 的 3 
中 对 方程 (3. 2) 在 常 点 令 域 内 积分 典 秦 的 “局 部 拉 直 ”可 知 ,系统 
《3. 1 在 党 点 附近 的 扫 线 结构 是 平凡 的 , 即 它 拓 扑 同 是 于 一 个 平 
行 直线 族 . 这 里 拓扑 同 胚 的 含意 是 ,存在 一 个 1-1 的 连续 变换 了 ,把 
(3,1) 的 轨 线 变 成 直线 

对 于 给 定 的 系统 (3. 1), 我 们 的 自 标 是 获得 它 的 相 图 (从 而 得 


yz,y), 
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到 解 旋 的 特性 ), 上 面 的 分 析 表 明 ,在 研究 相 图 的 局 部 结构 时 ,困难 
集中 在 奇 点 附近 ， 此 外, 容易 明了 ,在 研究 相 图 的 整体 结构 时 ,( 除 
了 奇 点 以 外 ) 闭 轨 将 起 重要 的 作用 下 面 ,我们 就 分 别 介 绍 平面 系 
统 43. 1) 的 奇 点 和 闭 轨 ， 

3.1 韦 等 奇 点 

我 们 先 考察 以 (0.,0) Be 点 的 线性 系统 


{3. 3) 


呈 中 = 4 
其 中 4 | 为 党 短 阵 ， 


当 箱 阵 4 非 退 化 ( 即 4 不 以 零 为 特征 根 ) 时 ， 称 (0， 0) 为 系统 
(3, 1) 的 初等 奇 点 . 否则 , 称 它 为 高 阶 奇 点 . 初等 奇 点 都 是 孤立 奇 
点 ， 丽 线性 高 阶 奇 点 都 是 非 孤 立 的 ( 见 本 节 习 题 1). 当 加 上 高 春 项 
之 后 ,原来 的 窗 阶 奇 点 也 可 以 是 预 立 的 ,此 时 它 常 林 视 为 两 个 或 多 
个 初等 青 点 的 复合 ( 见 下 节 的 4.2 段 , 译 见 [231). 本 节 只 讨论 初等 
作 线 性 变换 


昌 "9 Cz 为 可 地 条 了 
人 则 系统 (3. 3 变 为 i 


a £ 加 , 『 . : > 
(=? 可 中 ， (3. 4) 


适当 选取 多 ,可 使 T7147 成 为 #4 的 约 当 标 准 型 . 这 就 容易 在 (4,?) 平 
面 上 得 到 系统 (3, 4) 的 雪线 结构 , 然后 ,再 经 过 了 -区 即 仿 射 变换 ) 
的 作用 ,就 可 返 何 到 [z, 六 溢 面 而 得 到 系统 (3. 3) 的 轨 线 结构 ， ， 

亲 此 ,我 们 不 妨 假 定 系统 (3.8) 中 的 矩阵 4. 已 是 实 的 约 当 标 准 
型 , 即 它 共 有 下 列 形 武 之 一 ， 


od 


1 多 
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其 中 ju 和 及 均 不 等 于 堆 . 下 面 分 别 就 每 ~- 情况 讨论 奇 点 附近 的 
轨 线 结构 . 


4 0 
I) 4= | A 
0 天 
此 时 系统 (3.3) 成 为 
Caz 3 
与 43. 5) 相 联系 ,我 们 考虑 方程 
dy _ Hy 
下 二 让 妆 (3. 6Y 
它 的 解 为 
y=—=Clrz* 和 xz 一 0， (3. 7) 


其 中 C 为 酝 意 常数 .下 面 再 区 分 三 种 情形 ， 
1) 2 一 4 即 矩 阵 4 有 两 个 相同 的 实 特征 概 , 且 约 当 块 都 
是 一 阶 的 ， 
这 时 方程 (3. 6) 的 积分 曲线 族 (3. 7》 是 过 奇 点 (0,0) 的 直线 
东 . 因此 , 束 中 每 一 条 直线 被 奇 点 (0,0) 所 分 割 的 两 个 射线 都 是 系 
统 (3. 5) 的 轴线 . 容易 从 13.5) 式 看 出 : 若 4< 0, 则 沿 着 每 一 条 加 
线 当 ;! > 十 ee 时 运动 (zf ,8 一 (0,0), 故 奇 点 避 ,0) 是 渐 近 稳 
定 的 ,我 他 得 到 相 图 883: 若 2 盖 0, 则 情形 相反 , 即 奇 点 (0,0) 是 不 
稳定 的 , 见 图 8-10. 在 这 两 种 情形 下 ,我 们 把 奇 点 0,0) 称 为 星 形 
结 点 (或 临界 结 点 ). 
2) 5 天 wx 且 入 > 0 即 柴 阵 4 有 两 个 周 号 且 不 相等 的 实 特 
征 根 ， 
这 时 旧 线 族 (3. 77 中 除了 > 轴 和 YY 轴 之 外 ,都 是 以 0,07 为 项 
点 的 "抛物 线 ”, 当 | 夺 | 之 1 时 ,它们 均 扎 x 轴 相 切 ,而 当 站 萎 |< 


时 ,它们 均 与 y 轴 相 切 . 族 (3.7) 中 的 每 一 -条 曲线 帮 被 奇 点 (0， 0 分 
制 成 系统 (3. 5) 的 两 条 轨 线 、 显 然 , 当 2 和 = 取 负 舍 时 , 奇 点 (0,0) 
是 渐 近 稳定 的 :而 当 4 和 上 了 取 正 值 时 , 奇 点 (0.0) 是 不 稳定 的 .注意 
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y 
芋 
{dco - 《六 站) 
图 8-9 稳定 的 星 形 婧 点 图 8-10 不 稳 完 的 星 形 外 点 


到 所 有 的 轨 线 都 是 沿 着 两 个 方向 进入 (或 离开 ) 奇 点 ， 因 此 ，, 称奇 
点 (0,0) 为 两 向 结 点 (或 正常 结 点 ); 见 图 811 与 图 8-12. 


HA ) | tap 人 D0} 


图 8-t1 稳定 的 两 向 缚 点 图 和 12 入 稳定 的 两 向 半点 


3) ap 之 0, 即 矩 阵 4 有 两 个 异 呈 的 实 特 征 根 . 
过 时 曲线 族 (3. 7), 除 I 了 直线 x 二 和 3 二 0 之 外 , 基 一 个 以 它 
们 为 新 近 线 的 “戏曲 线 ” 族 , 因此 ,系统 (3. 5) 的 轨 线 由 正 : 负 x* 轴 ， 
正 \ 负 y 轴 ,以 及 上 述 “ 双 划 线 ” 族 所 组 成 . 沿 着 每 一 条 “ 双 曲 线 ” 形 
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轨 线 , 当 上 十 cc 时 运动 (zs3) 都 最 终 远 高 (0.0) 点 , 故 奇 点 (0,0) 
是 不 稳定 的 . 它 的 相 图 见 图 8-13, 这 种 奇 点 (0,0) 称 为 鞍点 . 


(a2 ACD, #0 BADD HO 


图 8-134 鞍点 “ 
Cy) 4=| 1 中 (4 关 0), 即 矩阵 4 有 一 重 实 特征 根 ， 


且 相应 的 约 当 据 是 二 阶 的 ， 
此 时 系统 (3,3) 成 为 


此 一 Wy 
一 Mr, i 十 Ay. C3, 8) 
与 (3.8) 相 联 系 , 考 虑 方程 
dy 1 1 
dz 1 十 了 9， 
它 的 解 为 
了 一 Gz 十 了 Inlzi 和 z= 二 8， 《3. 9) 


其 中 0 为 任意 常数 .由 (3.9) 不 难 推出 
i lr 1 
. _ dy 十 ce， 当 44< 之 0; 
Bmy = 0 各 二 一 oo， 当 4 六 上 0 


因此 ,曲线 族 (3.9) 中 的 每 一 此 线 ( 包 括 .? 轴 ) 都 在 (0,0) 点 与 y 辅 
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相 切 . 这 时 称 40,0) 为 单 向 站 点 (或 退化 结 点 ). 图 8-14 和 图 8-15 分 
别 给 出 稳定 与 不 稳定 单 向 结 点 的 相 图 ， 


AO | {a>0) 


图 #-14 税 定 的 单 向 结 点 图 8-15 不 稳定 的 单间 结 点 


.(H) 4= 


复 特征 根 ， 
此 时 到 极 坐 标 xz = reesg. 3 一 rsing， 则 系统 (3.3) 化 为 


ad 


容易 得 出 (3., 10) 的 通 解 为 、 
rr 二 Cexn( 539| ， C3.11) 


其 中 任意 常数 C0. 当 0C 半 0 时 ,有 曲线 族 (3.11) 中 的 曲线 不 通过 
奇 点 二 0 了 ,因此 (3.11) 就 是 系统 (3, 10) 的 轨 线 族 , 由 (3. 10) 的 第 
二 式 易 见 ,8 的 符号 决定 轨 线 的 盘旋 方向 ( 奇 点 除外 ):8 > 0 时 沿 
道 时 针 方 向 :18 过 0 时 沿 顺 时 针 方 向 . 相 图 依 “的 不 同 符 导 分 为 三 
种 : 当 < 0 时 (3.11) 是 螺 线 族 , 并 且 随 着 :一 十 ce, 每 一 曼 线 者 
趋 于 奇 点 * = 0, 因 而 称 这 种 奇 点 为 稳定 焦点 ( 它 是 渐 近 稳定 的 ); 
当 a 六 了 时,(3,11} 仍 为 蜡 缆 旋 , 但 奇 点 7 = 一 4 成 为 负 向 源 近 稳定 


(8 了 关 ), 即 外 阵 4 有 一 对 共 堪 的 
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的 ,因而 称 作 不 稳定 焦点 ;而 当 a 二 0 时 , 53.11) 成 为 同心 回族 , 国 


而 奇 点 + 一 0 是 稳定 的 {但 不 是 浙 近 稳定 的 ), 它 称 为 中 心 点 


下 面 的 网 8-16, 图 8-17 和 图 8-18 分 别 显 示 了 当 8 半 0 时 汪 种 


不 同 的 相 图 ， 

| 时 
| | 
| 

Te Fz 
| I 

(a 0d, p> 0 ) 《区 一 向 > 0 (a >0, p>0) 
图 8-16 稳定 焦点 图 8-17 中 心 点 图 厅 18 不 稳定 集 点 


总 括 上 而 的 讨论 ,我 们 有 如 下 结果 
定理 6 《初等 奇 点 类 型 的 判定 ) ”对 于 系统 (3. 3), 记 
二 一 tA 二 一 (十 四 和 和 =detd 一 虹 一 此 
则 我 们 有 
17 当 ?< 0 时 ,0.03 为 鞍点 ; 


2) 当 &0 旧 天 人 得 时 00 为 两 向 结 点 ; 


3) 当 4 全 0 过 于 一 要 时 ,50,0) 为 单 向 结 点 或 星 形 半点 ; 


4) 当 9>0 且 0< 扫 下 反扑 时 ， (0,0) 为 焦点 ; 

5) 当 4 >0 则 一 0 时 ,0,0) 为 中 心 点 ， 

此 新 ,在 情形 2) 一 4) 中 , 奇 点 的 稳定 性 由 家 
盖 0 时 厅 点 是 稳定 的 ,而 当 pz<0 时 则 是 不 稳定 的 ， 1 


号 决定 ; 当 7 如 


图 8-13 概括 地 显示 了 定理 的 
各 扫 物 线 产 一 和 = 二 0 分 割 成 Ff 


Tr rete i 


吉 果 : (8;4) 平面 被 正 ? 轴 ,zp 轴 


和 千 开 个 区 域 , 分 别 


2 
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对 应 于 稳定 ,不 稳定 焦点 ,稳定 ， 
不 稳定 两 向 缚 点 和 较 点 ;抛物 线 
世 一 丰 一 0 被 原点 分 割 的 两 支 
对 | 和 ;分别 对 应 于 稳定 和 不 稳 
定 的 单 向 或 星 形 结 点 ;而 还 &g 轴 人 C 
对 应 于 中 心 点 . 注意 ,p 轴 态 对 应 
于 高 阶 奇 点 . 

现在 ,我 们 考虑 当 系 统 (3. 3) 
中 的 矩阵 4 不 是 约 当 标准 型 时 ， 
如 何 作出 它 的 相 图 . 当然 可 以 用 图 8-19 
代数 方法 化 4 为 其 标准 型 ,但 计 
算 量 一 般 较 大 . 我 们 给 出 一 个 简单 死 实 用 的 方法 : 先 用 定理 6 直接 
淹 断 奇 点 (0,0) 的 类 型 及 其 稳定 性 ,然后 应 用 下 述 的 两 个 事实 ,就 
可 以 迅速 作出 相 图 . 

〈]) 当 上 一 十 ce( 或 一 co) 时 ,有 的 轨 线 能 沿 某 一 确定 的 直线 
y 二 jz( 或 一 万) 趋向 奇 点 (0,0. 我 们 把 这 个 直线 的 走向 称 为 一 
个 特殊 方向 - 最 然 , 星 形 结 点 有 无 穷 个 特殊 方向 ,两 向 结 点 和 鞍点 
有 两 个 特殊 方向 , 单 向 结 点 有 一 个 特殊 方向 ,而 焦点 和 中 心 没有 特 
殊 方 向 :并 且 当 直线 zy 一 各 (或 xz 一 己 ) 给 出 线性 系统 (3. 3) 的 一 个 
特殊 方 河 时 ,此 直线 被 奇 点 分 割 的 酚 个 射线 都 是 系统 的 轨 线 . 此 
外 ,这 些 性 质 还 在 仿 射 变换 下 不 变 . 

(2) 线性 系统 (3. 3) 在 相 平 面 上 纵 出 的 向 量 场 关于 原点 (0,0) 
是 对 称 的 :如果 在 (2, 站 点 的 向 量 蚌 (PCr, 让 ,8(z,9)), 则 在 (一 工 ， 
一 J 点 的 向 量 就 是 (一 Ptzgy), 一 (79)). 

〖【 例 1] 作出 系统 


dr __ dy 
三 一 27 十 33， i 二 27 By 


在 (0,0) 点 附近 的 相 图 . 一 一 
和 解 由 于 
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2 
2 
所 以 C010) 是 鞍点 显然 x 一 0 不 是 特殊 方 沿 ， 设 特 球 方向 为 直线 
gy 二 kz 所 指 的 方向 ,其 中 常数 待定 . 则 8 二 fz 是 一 条 积分 曲线 ,二 
此 ,我 们 有 

dy 


一 宇 
于 


一 3 引 一 0 
1 一 -3 日 


一 2 
y= 二 2zx 十 ay x 2 十 38 


由 此 推出 
382 十 hk 2= 0, 
解 此 方程 得 所 一 村 和 入 一 一 2 容易 算出 向量 场 在 (1,0) 点 处 的 


向 量 为 (2,2?， 再 利用 鞍点 的 结构 和 向 量 场 的 连续 性 ,就 可 确定 轨 
线 的 定向 ,从 而 不 难 作出 相 图 8-20- 1 


图 8-20 图 4-21 
【 例 23 作出 系统 ” 
dr 
及 3x, = 2 十 罗 


的 相 图 . 
解 由 于 9 一 3, ?一 一 4 利 亚 一 下 人 0 所 以 人 ,0 是 不 稳 
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定 的 两 向 结 点 ( 见 定 理 6)， 昆 然 x 三 是 一 特殊 方向 . 设 男 .特殊 
和 问 为 # 二 fz, 则 用 类 似 于 例 1 的 计算 , 易 得 


k= 二 <， 即 得 k=1. 


二 利用 向 量 场 在 (] ,0)7 点 处 的 向 量 为 (3,2) ,不 难 作 出 图 8-21 1 

【全 3 作出 系统 

和 = 一 + 一 y 党 一 一 3 
的 相 图 . 

解 由 于 4 一 ?一 4 和 严 一 和 娄 一 0 所 以 10,.0) 是 稳定 的 星 
形 针 点 或 单 同 结 点 (网 定 理 站， 显然 z 一 0 不 是 特殊 方向 . 设 特殊 
方向 为 了 一 各, 则 用 类 似 于 例 ] 的 计算 易 得 

上 一 2 过 ， 即 站 一 2 十 1 二 0. 
此 方程 只 有 -个 (二 重 ) 根 上 一 1， 因此 50,0) 是 稳定 的 单 向 闫 点 ， 
再 利用 向 最 场 在 51,0》 点 处 的 向 量 为 (一 1 1,1) ,不 难 确 定 轴线 的 定 
闸 并 作出 柜 图 3-22, 1 上 


图 8-22 图 23 


【 例 41 作出 系统 


二 
的 相 图 ， 

解 由 于 9 一 3, 8 二 一 2 和 玫 一 各 之 0, 肠 以 (0,0) 是 不 稳 
定 的 焦点 ( 见 定理 6). 利用 向量 场 在 (1,0) 点 处 的 向 量 为 (1,2)， 
及 奇 点 的 不 稳定 性 , 即 可 判断 出 轴线 的 旋转 方向 ,从 而 不 难 作出 相 
铬 8-.23， 为 了 使 作 图 更 准确 ,可 以 利 才 水 平等 幸 线 了 一 一 2+ 和 委 
直 等 禾 线 yy 一 上 

景 后 ;我们 回 到 一 般 的 ( 非 线 性 ) 系统 (3. 1). 假设 (0,0) 是 它 
的 扳 立 奇 点 ,我 人 来 考察 它 在 (0,0) 点 附近 的 轨 线 结构 ,容易 想 
到 , 先 把 系统 3, 1) 右 端 的 函数 分 解 成 线性 部 分 与 高 次 项 之 和 的 
形式 , 即 | 


a 
元 二 ar 十 妇 十 ptr) ， 
£3. ]2) 


d 
2 三 0 十 下 十 x,y)， 


其 中 ,b,cyd 为 实 常数 ， 和 和 是 zy 的 高 于 一 次 的 项 . 然后 考虑 : 
当 函 数 吕 各 潢 足 什么 附加 某 御 时 ,在 相 平 面 上 (0,0) 点 附近 , 系 
统 C3, 12) 与 它 的 线性 化 系统 


| 


ny 
< ye (3. 13) 
i dt ” 
有 相间 的 定性 结构 ? 
我 们 对 《3. 12) 中 的 函数 9g 和 提出 三 组 条 件 ( 其 中 = 
VF): 


条 件 A ger P(r) 一 ofr)， 通 -一 站 

亲 件 A” p(x) 一 of 。， 当 7 0; 式 中 是 一 个 
插 意 小 的 正 数 . 

条 件 B oftz, 六 和 9z:2) 在 原点 的 -个 小 邻 焉 内 对 > 和 > 和 连 


TT 
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下 面 的 定理 回答 了 我 们 的 问题 ,其 证 明 可 和 参见 专著 [231] 中 的 
第 二 章 . 

定理 7 “与 线性 化 系统 有 相同 定性 结构 的 充分 人 条件 ) 

(1) 如 果 (0,0) 是 系统 (3. 13) 的 焦点 且 条 件 A 成 立 , 则 (0,0) 
也 是 系统 (3.12) 的 焦点 ,并 且 它 们 的 稳定 性 也 相同 ; 

《2) 如果 C0,0) 是 系统 (3. 13) 的 鞍点 战 两 向 结 点 且 条 件 A 和 
B 成立, 则 (0,0) 也 分 别 是 系统 (3. 12) 的 鞍点 或 两 向 结 点 ,并 且 稳 
定性 也 相同 ; 

《3) 如 果 上 0,0? 是 系统 (3. 13) 的 单 向 结 点 且 条 件 A” 成 立 , 则 
《0,0) 也 是 系统 (3. 127 的 单 向 结 点 ,并且 稳定 性 相同 ; 

(4) 如 果 (0,0) 是 系统 (3. 13) 的 星 形 结 点 且 条 件 A* 和 如 成 
立 , 风 人 0,0) 也 是 系统 43. 12) 的 星 形 结 点 ,并 且 稳 定性 相同 . 

总 之 ,在 上 述 条 件 下 ,系统 (3. 12) 与 其 线 件 化 系统 (3. 13) 在 
奇 点 (0;0) 附近 有 相同 的 定性 结构 ，1 

注意 ,对 线性 系统 (3. 13) 得 到 的 轨 线 结构 是 全 局 的 ,而 定理 7 
中 对 非 线性 系统 (3. 12) 的 结论 却 上 只 适用 于 奇 点 (0,0) 附近 , 虽然 
它们 在 奇 点 附近 的 定性 结构 相同 ,但 与 线性 系统 (3.13) 的 相 图 相 
比 ,C3.12) 的 轨 线 可 能 有 些 “ 扫 曲 ” 例如 ,虽然 (3. 12) 的 结 点 和 甘 
点 仍 有 特殊 方向 ,但 此 方向 上 被 奇 点 分 割 的 两 条 射线 (在 小 侣 域 
内 ) 不 一 定 还 是 53. 12) 的 轨 线 ， 

此 外 ,还 可 以 考虑 比 保持 定 竹 结构 更 弱 的 要 求 :保持 拓扑 结 
构 . 并 由 此 引出 结构 稳定 的 概念 . 记 洁 为 所 有 形 如 (3. 13 的 系统 
之 集合 ,其 中 六 (zx,9) 和 了 (x,y) 都 是 连续 可 微 的 . 所 谓 完 中 某 一 
系统 


oar 
re Plx,y), 


3 3, 14) 
df Wr ys 
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的 * 邻近 系统 ,是 指 满 足 条 件 


ax _ P| | 开本 
> ar a0 DT 人 
+17 一 8 二 1 二 一 下 | 本! 


的 任何 系统 (3.1). 有 时 ,也 把 (3. 14) 的 .个 邻近 系统 称 为 它 的 一 
个 扰动 系统 

所 谓 .法 中 的 系统 3.1) 与 (3., 14) 拓扑 等 价 ,是 指 存在 拓扑 同 
有 旺 了 , 它 把 (3. 1)( 在 某 区 域内 ) 的 轨 线 变 到 (3. 14)( 在 相应 区 域内 ) 
的 轨 线 ,并 且 保 持 轨 线 的 定向 . 

如 果 存 在 :六 0, 使 系统 c3.14) 与 其 人 尾 一 邻近 系统 都 是 拓扑 
等 价 的 , 则 称 系统 (3, 14) 是 结构 稳定 的 ， 

定理 8 ”如果 系 统 53. 12) 的 线性 部 分 矩阵 的 特征 根 实 部 都 不 
为 零 [ 比 时 称 50,0) 为 它 的 驮 曲 奇 点 ], 则 它 在 奇 点 40,0) 附近 是 
(局 部 ) 结构 稳定 的 ,并 拓扑 等 价 于 它 的 线性 化 系统 ， 1 

【附注 1〗 非 双 曲 奇 点 可 分 为 两 类 :第 一 类 ,是 系统 在 奇 点 
0 的 线性 部 分 所 对 应 的 矩阵 4 有 零 特征 根 ( 相 应 于 图 8-19 中 的 
输 ), 即 0 是 高 阶 奇 点 , 对 于 抵 立 的 高 阶 奇 点 ,常用 特殊 的 变换 把 它 
“ 打 散 ”成 几 个 初等 奇 点 来 研究 它 的 相 图 . 详 见 [23] 中 第 一 章 的 
#3， 第 二 类 ,是 矩阵 4 有 一 对 共 辆 的 纯 上 谭 特 征 根 ( 相 应 于 图 8-19 
中 的 正 * 轴 7》 此 时 线性 化 系统 以 心 为 中 心 点 . 加 上 高 阶 项 以 后 , 它 
可 能 仍 是 中 心 点 ,也 可 能 变 为 稳定 或 不 稳定 的 焦点 . 这 就 产生 了 所 
谓 中 心 和 焦点 的 判定 问题 . 读者 可 参看 [23] 中 第 二 章 的 8$5, 或 
L24] 中 第 二 章 的 $ 3 等 . 

【附注 23 双 曲 奇 点 可 能 是 焦点 ,( 竺 类 ) 结 点 或 鞍点 ;但 友 
之 ,焦点 , 结 点 和 蔷 点 未 必 是 双 曲 冶 点 ,全 为 线性 部 分 为 中 心 点 的 
奇 点 加 上 高 阶 项 后 可 能 成 为 焦点 (我 们 称 它 为 细 焦 点 , 它 是 结构 不 
稳定 的 , 见 下 节 的 4.3 段 ) ,而 高 阶 奇 点 也 可 能 具有 结 点 或 鞍点 型 . 

【附注 31 ”各 类 初等 结 点 及 焦点 都 彼此 拓扑 等 价 , 只 要 七 
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们 的 稳定 性 相 何 ， 通常 我 们 把 稳定 的 结 点 和 焦点 统称 为 漳 , 而 把 
不 稳定 的 结 点 和 焦点 统称 为 源 . 


3.2 极限 环 


杰 动 力 系 统 (3. 1) 在 财 轨 了 了 的 基 全 (环形 ) 邻 域 因 不 再 有 别 的 
闭 轨 , 即 工 为 孤立 闭 轨 , 则 称 它 为 (3. 1) 的 极限 环 . 由 此 可 以 证 明 ， 
极 跟 环 也有 一 个 外 侧 邻 域 ,使 得 在 这 个 邻 域内 出 发 的 所 有 轨 线 沙 
一 十 co( 或 上 = 一 op) 时 都 盘旋 趋向 一 同样 ,三 有 一 个 类 但 的 内 侧 
邻 域 ， 这 就 说 明了 极限 环 一 词 的 含意 ， 如 果 极 限 环 忆 因 外 两 侧 附 
近 的 轨 线 都 在 :一 十 =>( 或 一 so) 时 盘旋 趋 于 忆 , 则 称 为 稳定 (或 
不 稳定 ) 极限 环 { 如 图 8-32(8) 中 的 厂 ( 或 忆 )7 如 果 一 但 附近 的 轨 
线 当 一 十 co 时 王 旋 趋 于 工 ,而 在 另 一 向 当 上 一 一 co 时 盘旋 趋 于 
卫 , 刚 称 卫 为 半 稳 定投 限 环 ( 如 图 8-32(a) 中 的 六， 注意 ,这 里 所 请 
稳定 己 不 等 是 李 雅 普 谱 夫 意义 下 的 稳定 性 ,因为 二 上 的 周期 运动 
与 它 邻 近 轨 道上 的 盘旋 运动 可 能 不 同步 ,尽管 初 值 点 可 以 取得 很 
靠近 ,而且 它们 的 翰 道 也 很 靠近 ,但 在 运动 过 程 中 它们 的 检点 仍 可 
能 徙 此 远离 ， 此 时 让 是 作为 它 邻 于 轨道 ( 几 休 上 ) 的 极限 状态 而 出 
现 的 ,因此 把 这 种 稳定 性 称 为 轨道 稳定 性 . 

稳定 的 极限 环 《 如 图 8-32C5) 中 的 T) 表示 了 运动 的 -- 种 稳定 
的 周期 态 , 它 在 非 主 性 霸 动 问题 中 有 重要 的 意义 ， 关 于 淹 蜂 极限 
环 存在 性 的 方法 , 我 们 只 陈述 下 面 著名 的 庭 卡 莱 - 班 迪克 松 
《PoinearE Bendixson ) 环 域 定理 , 它 的 证 明 可 见 尾 合 一 本 微分 方程 
定性 理论 的 著作 (例如 [3]). 

定理 8 设 区 域 DD 是 由 两 条 简单 闭 曲线 Zi 和 二 所 国 成 的 环 
域 ,并 有 目 在 了 二 工 由 DU 上 动力 系统 (3.1) 无 奇 点 ;从 工 , 和 并 
圭 出 发 的 轨 线 都 不 能 离开 (或 部 不 能 进入 )D. 设 记 和 刁 均 不 是 闭 
轨 线 . 则 系统 (3.1) 在 五 内 至 少 存在 -- 条 暑 轨 线 卫 , 它 与 志和 大 的 
相对 位 置 见 图 8-24, 即 本 在 52 内 不 能 收缩 到 - -点 ，1 

如 果 把 动力 系统 (3. 1) 看 成 -平面 流体 的 运动 方程 ,那么 上 
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述 环 域 定理 表明 :如 果 流 体 从 环 
域 五 的 边界 流入 石 ,而 在 到 内 又 没 
有 渊 和 源 , 那 么 流体 在 了 内 有 环 
流 存 在 . 这 个 力学 意义 是 比较 容 
旷 想 莹 的. 习惯 上 上 ,把 Li 和 ;分 
别 则 作 Poincars-Bendixson 环 域 的 
上 旦 、 外 境界 线 . 注意 ,定理 9 中 的 个 
定 是 扳 走 的 闭 轨 . 但 可 以 证 
下 ,对 于 解析 向 量 场 , 环 域 中 的 际 
轴 都 是 孤立 的 ,因而 是 极限 环 . 图 824 
我 们 以 著名 的 van der Pel 方 
程 ( 一 极 管 电路 的 数学 模型 
fF 十 xt lx 二 x 二 0 (3, ]5) 
《 带 数 5 这 0) 为 例 , 说 明 如 何 利用 环 域 定理 来 证 明 极 限 环 的 存在 
性 . 为 此 ,我 们 先 考 虚 一 类 更 广 泛 的 方程 
I 二 Tr)r + gr) 一 0， (3, 16) 
它 称 作 Litnard 方程 :其 中 国 数 ftz) 却 yg(x) 连续 ,日 上 95z) 全 0, 当 
7 天 0， 容易 验证 ,方程 (3. 16) 等 价 于 系统 


I dy ， 
本 一 多 Fir), 一 中 (了 3, I7) 


其 中 F(x) 一 人 cepz 当 gfx) 一 二 时 ,我 们 可 以 用 下 述 简 单方 法 
遇 出 系统 43.177 在 相 平 面 上 的 向 量 场 人 9 一 Pr 一 T) 在 性 -- 点 
Ptzrgy) 外 的 方 问 : 这 对 下 下 中 构造 境界 线 是 有 上 用 的 . 


3. 3 Liinard 作 图 法 
从 图 8-25 汗 的 户 点 作 y 轴 的 平行 线 . 它 交 曲线 二 F(T) 于 点 
ROOD) 二 从 是 位 xz 轴 的 半 行 私交 y 轴 于 点 人 @C0,FCr), 则 从 P 
开 引 的 与 直线 上 年 让 的 方向 就 是 向 量 场 (3. 17) 在 P 点 的 方向 . 
家 E ,直线 P@ 的 斜率 为 


es 
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tp 一 二 忆 2， 
因此 , 它 在 P 点 的 垂直 线 的 斜率 为 
0 yo FC 


而 它 就 表示 向 量 场 (y 一 了 Cx), 一 xz) 在 Ptz;P 点 的 方向 (入 头 的 方 
向 可 由 第 二 个 分 量 一 + 决定 ). 


慰 25 顷 8-26 


【 例 5 van det Poel 方程 (3. 15) 至 少 有 一 个 闭 轨 . 
证 明 ”不 妨 在 方程 (3.15) 中 取 二 1, 并 且 考 虚 与 它 等 价 的 
系统 


| 
侍 汪 gy 一 (后 一 芭 ， 第 = 一 + 《3. 18) 
先 作 环 域 的 内 境界 线 44. 令 VG, 一 十 Cz? 十), 则 


中 
di | e318 


并 且 上 面 的 等 号 仅 在 x 二 0 时 成 立 . 因此 ,对 于 足够 小 的 正 数 ,可 
以 取 贺 周 十 六 二 0 为 内 境界 线 妃 ( 见 图 83-26). 事实 上 ,由 李 雅 


x 
一 六 人 1 一 森 ) 六 0， 当 jzl < ww 3， 
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普 诺 夫 函 数 的 几何 解释 易 知 ,系统 (3. 18) 从 亏 上 出 发 的 轨 线 走 让 
去 所 围 区 域 的 外 部 . 
再 利用 Litnard 作 图 法 构造 外 境界 线 L. 注意 曲线 y 二 持 一 4 


的 极 小 值 在 点 (1, 一 地) 达到 取 z* 之 0 足够 大 ,以 点 5C0, 一 地 ) 
为 中 心 分 别 以 z* 十 各 和 <* 为 半径 作 圆 弧 名 和 的 ,它们 与 y 轴 分 
别 交 扩 点 4 和 力 ,而 与 三 线 x 二 z* 分 别 交 于 点 8 和 C, 再 作 D&,BF， 


P4 ,它们 分 别 与 43, 了 ,CD 关于 原点 对 称 ， 取 外 境界 线 为 
B= ABUBU OUDU BUF 

即 休 ,事实 上 , 当 z* 是 够 大 时 , y, 一 z” 十 所 之 三 -一 x* ;又 由 于 
z > 和 时 yy 之 0, 因此 名 之 这 说 明 8 点 在 曲线 y= F(x) 的 下 
方 ; 从 而 在 BC 上 的 每 一 点 有 == 一 F(x) 所 0, 即 轨 线 的 正 向 指向 
L: 的 内 部 ， 由 Liinard 作 图 法 易 知 ,在 信和 CD 上 , 轨 线 也 是 指向 碟 
的 内 部 . 

这 样 ,由 和 工 ; 围 成 了 一 个 Poincare-Bendixson 环 域 ,并 且 系 
统 的 叭 - 奇 点 (0,0) 在 此 环 域 之 外 . 由 定理 9 知 ,系统 (3.18) 在 环 
域 中 至 尘 有 -个 闭 轨 . 上 

一 段 而 党 ;判断 一 个 系统 有 无 极限 环 和 极限 环 存在 | 寺 的 个 数 
郁 是 相当 困难 的 问题 ,在 专著 [21] 和 [23] 中 对 此 有 详细 论述 ,其 
中 不 全 证 明了 了 卡 述 van der Pol 方 竹 的 财 革 是 唯一 的 :而 且 给 出 了 
证 才 有 关 极 限 环 的 存在 性 .唯一 性 和 了 唯 对 性 的 判别 法 则 ， 

希 尔 伯 特 5CHilbert,1862 - 19433 在 1901 什 担 出 了 著名 的 23 
个 数学 娃 题 ,其 中 第 16 个 问题 的 三 半 部 分 可 陈述 为 : 记 Prtz18) 和 
rte 是 zy 的 并 次 多 质 式 ,那么 对 于 绽 定 的 六 (zy 站 与 名 (zy 的 
(或 更 进一步 ,对 二 给 定 的 上 和 任 章 的 P(r,9) 与 加 人 的) 系统 


dr dy 
pr Palr,y), dt = Wt) 


is 
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统 多 用 个 极限 环 ? 它们 的 相对 位 置 如 何 ?这 个 问题 即使 在 等 
于 2 的 情形 也 没有 党 全 解决 ,可 见 间 题 的 艰难 . 对 此 感 兴趣 的 读 
者 ,可 参考 义 献 [21] 和 523] 中 的 有 关 章 节 . 


3.4 Poincearé 映射 与 后 继 函 数 法 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 将 简单 地 介绍 研 客 极限 斥 的 只 一 个 重 
要 方法 一 一 后 继 函 数 法 . 

设 卫 是 系统 (3. 1) 的 闭 轨 . 
在 了 上 到 一 点 PP, 过 疡 作 工 的 法 线 
好 PN 设 Po 是 法 线 上 的 任 一 点 ， 
则 由 和 解 对 初 侦 的 连续 依赖 性 可 
知 , 只 里 忆 足够 靠近 P 从 囊 册 发 
的 款 线 必 再 次 与 活 线 好 8 相交 
《 记 区 点 为 PP 并且 都 层 从 法 线 
的 同一 倒 容 起 旬 务 -… 侧 ( 习 尾 上 
把 法 线 靠 近 P 疡 点 的 这 -有 段 叫 作 无 
切线 段 )， 我 们 把 Pi 称 为 Pi 的 后 | 加 B27 
继 点 ;把 节 * 上 从 Pi 到 其 后 继 点 
产 的 蛇 射 陈 方 Poineare 酉 射 . 不 难看 由 ,Poincare 瞎 射 的 不 动 点 对 
悄 于 系统 的 阿 轴 ， 

为 便于 计算 ,我 们 在 条 玉 上 引入 坐标 :让 请 为 坐标 有 点 CB 必 
一 0, 到 了 的 外 让 线 方 沿 为 正 , 设 产 需 的 各 村 诲 和 面 寺 三 继 上 局 殊 ; 
的 党 标 为 ”一 io 这 旧 的 是 数 9 床 为 后 继 函 数 . 

焉 在 念 


EY) = PR) Hy 
王 椒 堆 看 中 中 球 汪 和 上 时 所 有 m3 和 起 让 拉 ,是 么 并 
是 处 侧 梧 定 ( 惑 不 稳定 ;的 ; 映 果 省 而 这 0 于 0 bj 时 有 
4 内 机 向 二 人 不 黎 定 } 的 . 
电 十 了 大 过 点 了 的 闭 胃 ; 所 以 由 上述 私 际 的 选 联 厅 复 , 它 对 应 
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于 0) 二 0. 假设 
a0) C= RO = 7 = A = 0) 天 日 
| {3,19) 


则 有 
hiny) = Dh CO nn) 十 OF Credtt 1]. 


因此 ; 当 上 为 奇数 并 隆 8 人 (C0) 之 0 或 二 由 时 ,三 是 稳定 (或 木 稳 
定 ) 的 极限 环 ; 当 是 货 数 时 ,7 是 六 稳定 的 极限 环 . 

如 典 如 C0) 关 0; 即 Cw 以 0 为 单 重 根 , 风 称 厂 是 一 个 单 重 极限 
环 ; 如 果 (3. 19) 成 立 且 上 之 2, 则 称 了 为 & 重 极限 环 . 由 上 面 的 讨论 
可 知 , 单 重 机 限 环 必 是 稳定 或 不 稳定 的 ,而 个 重 极限 环 部 是 兴 稳 定 
的 ,并 圳 容易 大 出 下 面 的 结果 成 并. 

定理 10 系统 (3.1) 的 单 重 极 限 环 三 是 结构 稳定 的 . 亦 即 : 寺 
任意 的 5 人 > 0 存在 研 前 环形 邻 域 27 ,使 得 (3. 1) 的 企 仓 这 系 
统 在 六 内 仍 朋 唯一 闭 轨 , 且 它 赴 与 和 有 相同 稳定 必 的 板 限 环 . ] 


习 是 8-3 


1. 设 线性 系统 C63. 33 以 上 00 为 高 阶 奇 点 , 试 作出 其 相 图 . 
2- 判断 下 询 眶 程 的 奇 点 (0,0) 的 类 型 ,并 作出 该 奇 点 附近 的 相 图 ; 
ty 了 二 4 一 
人 2 二 二 
(3) =27 7 dy 二 siny, y=7+ yo -15 
dy Tar yy 2 
15) 一 4 y= yl -1 
六 证 曙 数 Pi) 和 名 tz] 在 单 壬 通 区 域 六 内 连续 可 往 , 圭 


-二 一 -下 ry tn 


试 证 系统 
上 上 一 有 Pass 二 一 站 (Te 的 
在 六 内 在 他 体 财 轨 线 - 
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”$4. ”结构 稳定 与 分 支 现 象 


4. 1 了 个 结构 稳定 性 定理 


在 高 维 空 间 中 的 结构 稳定 性 问题 是 十 分 复杂 和 和 困难 的 . 我 们 
只 考虑 平面 系统 


红 好 _ 
de Ty), dt Y (r,s, {4. 1) 


其 中 消 数 荆 (x,y) 和 了 (x,y) 是 连续 可 微 的 . 为 确定 起 见 , 设 它们 定 
文 在 圆 盘 二: 于 十 开 所 于 上 (常数 员 > 0 并且 由 (54 1 给 出 的 向 量 
场 与 三 的 边界 32 不 相 切 . 

把 所 有 满足 上 述 条 忻 的 系统 所 组 或 的 集合 记 为 ,有 (3) , 则 可 
考虑 甘 .党 (5) 内 一 个 给 定 系统 的 结构 稳定 性 (结构 稳定 的 定义 见 
上 节 ). 下 面 的 定理 是 苏联 学 者 AHaponoB 和 Tioarparzu 在 1937 年 提 
出 的 ,直到 1957 年 才 由 他 人 给 以 严格 的 证 明 . 

定理 11 在 使 (Z) 中 系统 (4.1) 结构 稳定 的 充 要 和 茶 件 是 ， 

1) 它 只 有 有 限 个 奇 点 , 旦 都 是 双 曲 的 ( 即 ;在 奇 点 处 线性 部 分 
甜 阵 的 特征 根 实 部 均 不 为 零 ); 

2) 它 只 有 有 限 条 闭 轨 , 旦 都 是 单 重 极限 环 ; 

3) 它 没 有 从 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 . 上 

从 上 -- 节 的 讨论 中 我 们 知道 ,这 里 的 条 件 1》 和 2? 是 比较 自 
然 的 ,它们 都 是 结构 稳定 的 充分 条 件 . 对 于 条 忻 3) ,现在 作 一 点 直 
观 的 说 明 :; 当 ! -> 十 ca( 或 一 cs) 时 ,如 果 一 条 轨 线 趋向 于 - -个 初 
等 结 点 或 焦点 ， 则 从 充分 靠近 此 轨 组 的 点 出 发 的 其 它 轨 线 也 有 相 
同 的 归宿 - 但 是 鞍点 (即使 是 初等 鞍点 ) 不 具有 这 个 性 质 . 事实 上 ， 
如 时 一 条 轨 线 当 1! 一 十 co( 或 一 ceo) 时 趋向 于 一 个 鞍点 [此 时 称 这 
轴线 为 这 个 装点 的 一 条 分 界线 ], 则 无 论 取 分 界线 外 客 么 靠近 的 点 
为 初始 点 ,所 得 轨 线 却 与 分 界线 有 不 同 的 归宿 因此, 若 一 条 轨 线 
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两 端 都 趋 于 鞍点 , 则 它 在 扰动 下 可 能 破裂 ,从 而 改变 轨 线 族 的 拓 丫 
结构 , 见 图 8-28. 我 们 把 两 端 赵 于 同一 较 点 的 轨 线 称 为 同 宿 娄 续 
而 把 两 端 趋 于 不 同 鞍 点 的 轨 线 称 为 异 宿 轨 线 . 


图 8-28 (C9) 扰动 六 ”tb) 拢 动 后 


下 面 ,我 们 通过 一 些 实例 来 说 明 , 定 理 11 中 的 条 件 都 是 必要 
的 . 就 是 说 , 当 其 中 某 一 条 件 不 满足 时 ,相应 的 系统 (4.1) 不 是 结 
构 稳 定 的 . 实际 上 ,作为 系统 (4. 1) 的 扰动 系统 ,我们 考虑 


二 元 从 
人 一 (zg), 站 = trrya), 《4 23a 


其 中 参数 上 EE 尼 (£ 之 1), 函数 宇和 对 所 有 变 元 连续 可 微 ,并 日 
C4. 23 一 《4. 1 , 亦 即 
刘 (zygs0) XE) Ferg 0)7 王 了 (zy)， 

如 果 对 任意 *> 0, 都 存在 = 使 得 (4. 2)4 是 (4. 1) 的 e- 邻近 系 
统 , 但 (4.2)a 与 (4. 1[ 即 (4. 2)6] 不 拓扑 等 价 ,由 显然 系统 (4.1) 
就 是 结构 不 稳定 的 . 此 时 ,我 们 称 e 一 5 是 系统 族 !4. 2 的 一 个 分 
支 值 . 形象 地 说 , 当 “= 连 续 变 动 到 0 时 ,(4 2)。 的 轨 线 族 的 结 梅 发 
生 了 突变 . . 
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本 
| 友 
[ee 


4.2 ”高 阶 奇 点 的 分 支 


我 们 将 举例 说 明 高 阶 奇 点 的 分 支 现象 . 例如 ,以 50,0) 为 一 个 
千 阶 奇 点 的 系统 


0 
dz 一 >， = C4. 3) 


是 关 构 不 稳定 的 . 注意 ,系统 (4. 3) 的 线性 部 分 第 阵 有 一 个 特征 根 
为 零 , 因 此 定理 1] 中 的 条 性 1) 不 成 立 . 
普 虑 (4.3) 的 挑动 系统 
fx dy 


二 ， a 
十 2 五 tT ys 【 业 。 直 ya 


其 中 :为 一 个 实 参 数 . 不 难看 出 ， 
当 ,. 守 0 时 ,系统 C4. 4): 没有 奇 
点 ;下 上 一 0 时 ,(4. 34):[L 即 C4.3)] 
以 上 0,0) 为 唯 - - 奇 点 ;而 当 s 之 0 
了 时, 系统 (4. 4): 有 两 个 不 同 的 奇 
点 (0，v 一 上 和 C0, 一 一 司 ， 
让 说 明 无 论 |e| 多 如 小 , (4. 4): 与 
44. 3) 都 不 可 能 拓扑 等 价 , 因由 
系统 (4. 3) 是 结构 不 稳定 的 . 而 
月 := 0 是 (4.4); 的 一 个 分 支 值 . 图 8-28 
图 8-29 表示 了 奇 点 纵 坐 标 与 参 
数 + 的 关系 . 当 : 越 过 0 点 时 , 奇 点 个 数 发 生 了 突变 . 

再 来 看 轨 线 结构 随 * 而 变化 的 情况 . 当 *< 0 时 ,用 上 上 节 的 定理 
6 容易 知道 (0, 二 *) 尾 不 稳定 的 (正常 ) 结 点 ,而 (0, - 三 z) 是 一 
个 鞍点 ,并 下 随 着 1e| 逐渐 减 小 ,这 两 个 奇 点 逐渐 漠 近 ; 当 : 二 0 时 ， 
它们 拼合 成 个 半 鞭 半 结 型 的 奇 点 , 叫 作 鞍 - 结 点 :而 当 * 盖 0 时 ， 
奇 点 消失 ， 下 面 的 图 8-30 形象 地 描 纶 了 当 和 参数 :从 负 值 变化 到 正 
值 上 时 ,4 4); 的 夷 点 个 数 ,位置 及 邻近 轨 线 结构 的 变化 情形 ， 我们 
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把 这 种 分 支 现象 称 为 鞍 - 结 点 分 文 . 


NP OY 


cay (8) te 


谢 8-30 鞍 - 铺 点 分 去 
cae 自卫 个 疝 点 。 0674 二 0. 一 个 疝 点 《Of 之 , 尖 表 点 


4. 3 Hopf 分 去 


现在 考 罕 定 涅 11 中 的 条 件 1) 草 到 破坏 的 男 - 一 种 方式 ;没有 
零 特征 根 , 但 有 -- 对 纯 虚 数 桂 征 根 . 


考虑 系统 
- | 工 一 rz? 十 ye), 
{, 《4 5》 
一 Y 一 3 十 肪 )， 
及 其 扰动 系统 
二 > XR -+ 2 ， 
| A 《4. 6)。 
yg 二 7 十 时 一 后 十 六)， 


显然 ,4.5): 的 线性 部 分 年 阵 有 特征 根 * 士 二 由 定理 6 归 知 ， 
当 * 的 取 什 由 和 负 变 正 时 ,系统 54. 6 的 奇 点 (0,0) 四 稳定 焦点 变 为 
不 稳定 焦点 . 因此 ,* 一 0 是 一 个 分 支 信 , 遇 系统 (4. 5) 尼 结 构 不 稳 
定 的 . 

现在 考察 当 * 谈 动 通过 8 时 ,系统 (4.6): 的 相 峰 发 生 了 什么 突 
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变 ， 为 此 引入 极 坐 标 > = rcosg,， y 一 rsin9， 则 (4. 6)。 化 为 
=r 7， = |. 

市 此 可 以 明显 地 看 出 , 当 * 守 0 时 , 源 点 是 稳定 焦点 ,并 且 在 原点 附 

近 不 存在 闭 轨 #: 而 当 *> 盖 0 时 ,原点 变 为 不 稳定 的 焦点 ,并 且 有 唯一 

的 闭 轨 > 二 we ， 它 是 稳定 的 极限 环 , 见 下 面 的 图 8-31. 


图 8-31 Hopf 分 点 
tays 过 0, 无 闭 旬 区)z > 0, 有 闭 雪 


形象 地 说 , 当 :的 值 增 大 而 通过 0 的 一 肯 间 , 商 点 的 稳定 性 发 
生 翻 转 , 问 时 一 个 稳定 的 极限 环 从 奇 点 "网 出 ”, 并 随 着 :的 增 闫 而 
逐渐 扩大 . 这 种 分 支 现 象 叫 作 Hopi 分 支 . 


4. 4 Poincaré 分 支 


对 于 以 (0,0) 为 中 心 点 的 系统 
了 一 一 zy =z, 


T= 二 1) 
| 


yy 二 i £). 


化 为 极 坐 标 方程 后 容易 看 出 , 当 0 之 lel 所 1 时 ,扰动 系统 以 图 岗 
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十 六 二 1 十 8 为 唯 -- 闭 轨 , 它 是 一 个 极限 环 ,因此 ,扰动 前 后 系 
统 的 轨 线 族 有 完全 不 问 的 结构 ,这 说 明 。 一 0 是 一 个 分 支 值 . 与 
Hopf 分 支 不 同 , 这 里 的 闭 轨 不 是 由 王 焦 点 的 稳定 性 改变 而 产 牛 
的 ,事实 上 它 不 随 * 一 0 而 收缩 到 奇 点 ,而 是 趋 于 闭 轨 空 十 六 一 ] 
或 者 反 过 来 说 ,我 们 可 以 把 它 看 成 是 原来 的 中 心 型 奇 点 的 闭 轨 族 
中 的 某 … 闭 轨 , 在 扰动 后 不 破 移 而 成 为 扰动 后 系统 的 一 条 孤立 闭 
轨 . 这 就 是 所 谓 Poineare 分 支 . 


4.5 条 重 闭 执 的 分 支 
现在 考察 定理 11 中 的 条 件 2) 不 成 立 的 情形 . 


考虑 系统 
| 本 C4.7) 
y= yx 二 一 1， 
及 其 抗 动 系统 
| i (04.83, 
一 十 十 于 一 一， 


其 中 0 夺 : 安 1. 取 极 谷 标 x = rco89, 一 rsin9， 则 (4.8); 化 为 
| 7 二 7+[r® Clo ej[r Tm (+ 2)]; 

= 1. “ . 
当 昌 之 2 才 ] 时 ;从 (4.90; 的 第 一 个 方程 易 见 ,系统 存在 二 个 团委 
:7 一 和 十 e; 并 且 在 让 内 部 和 外 部 恒 
有 zr< 近 0 而 在 六 和 天 之 间 恒 有 7 > 0 由 此 可 知 ,T 各 TT 是 系 
统 (4 9)e 仅 有 的 两 个 闭 轨 , 并 娃 分 别 是 不 稳定 极限 环 和 稳定 极限 
环 . 当 : 二 0 时 ,显然 C4. 99o[ 即 (4.73)] 有 唯一 闭 轨 Pr 二 1, 并 且 
在 它 的 两 出 均 有 7 近 0, 所 以 它 是 一 个 半 稳 定 的 极限 环 , 从 而 是 多 
重 环 . 上 面 的 分 析 表 明 , 当 :的 值 减 小 到 0 时 ,系统 (4.9): 的 两 个 极 
限 环 重合 而 成 为 一 个 半 稳 定 的 极限 环 ( 或 者 反 过 来 说 , 当 :的 值 从 
0 增加 时 ,一 个 半 稳 定 的 极限 环 分 列 成 两 个 极限 环 ) ,使 轨 线 结构 
发 生 了 突变 . 我 们 把 这 种 分 支 现象 称 为 名 午 闭 轨 的 分 支 . 图 8-32 


Cd. 9)e 
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显示 了 对 统 的 相 提 随 < 的 变化 情形 ， 


和 @ 和 @ 


ey 


图 8-32 多重 喇 扫 药 分 到 
(at 一 0， 一 个 半 稳 定 极 限 环 070, 你 定 与 不 稳定 报 限 环 各 - 


4.6 同 宿 轨 线 的 分 支 


最 后 来 考察 定理 11 中 的 条 件 3) 遭 到 破坏 的 情 说. 我 们 在 4 1 
届 中 已 经 说 过 ,从 袁 点 到 鞍点 的 轨 线 在 扰动 下 可 能 破裂 ,并 趋向 其 
它 奇 点 .因此 ,具有 这 种 分 界线 的 系统 不 是 结构 稳定 的 . 更 在 要 进 

- 步 讨论 在 分 去 现象 发 生 时 产生 佬 轨 的 可 能 性 . 

可 以 物 造 出 单 参数 的 系统 族 
使 得 当 二 0 时 系统 C4.10)。 有 图 8-33 (68) 所 示 的 轨 线 结构 ; 它 具 
有 -条 从 初 洁 通 碟 8S 到 5 的 同 宿 轨 谎 工 , 上 内 部 是 克 定 的 初等 焦点 
站 的 吸引 域 i 帮 当天 全 时 , 工 酸 橡 为 两 菜 分 界线 .它们 的 相对 位 斜 
依 + 的 符 千 而 异 : 砚 图 B33 的 (7) 与 Ce， 

显然 .在 情形 tc) 中 分 界线 破 放 的 方向 与 内 部 焦点 的 稳定 性 相 
配合 


配合 "名 税 成 了 一 个 Poineare-Bendixson 环 域 ,从 而 系统 54. 10)s 他 
在 极限 环 . 当 | 充分 小 时 ;可 以 使 这 个 环 域 充分 靠近 原来 的 同 答 


= Xx), = = Titty, C141. 工作 3 


人 
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KE 攻 C 


同名 33 癌 窜 轨 线 的 分 支 
ae 1 天 了 鹿 各 人 一 昌 让 人 交 雪人 人 0 有 有 闭 加 


饥 线 工 . 因此 就 可 以 把 极限 坏 看 成 三 工 经 扰动 破 移 而 产生 的 这 种 
分 支 现 象 叫 作 同 宿 ( 扫 线 的 ) 分 支 ,也 可 以 类 做 好 订 论 异 宿 ( 轨 线 
的 2 分 支 . 

现在 ,我 们 炉 构 造 -- 个 具体 的 例 了 , 它 具有 上 述 问 宿 分 支 现 
每， 为 此 ,和 完 要 例 … 些 准备 , 考虑 系统 


| 

a 

< , 3 {4.11) 
3 

| 中 上 Zr1， 


志 有 两 个 辣 点 :000,07 和 At0， 了) 利明 下 节 3.1 段 的 讨论 可 知 ， 
十 毕 亿 苦 窄 01 107 在 靖 在 大 下 与 4 的 线性 部 分 ,出奇 点 六 为 中 心 
对 于 非 线性 系统 C4 1 和 和 遇 上 和 节 定 理 了 
翅 天 | 商 点 半 们 大 “个 昔 下 : 仙 类 断 壳 点 如 的 性 原 并 不 如 过 条 昔 (网 
汪汪 二 直 我 站 这 下 把 4 的 隔 个 疗程 相 除 请 去 二 从 凋 得 到 
系 流 04. 40) 光一 个 阁 次 朋 分 

Try} 人 (|, |2) 
于 中 让 为 任意 党 吉 ， 由 此 起 不 礁 人 年 证 410 的 相 锌 线 图 ,并 生 血 I 
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诞 麻 点 0 仍 是 一 个 中 心 点 ,为 了 下 面 讨论 的 方便 , 我 们 在 (4. 127 


117 全 


4 
“= 


则 有 下 列 结 论 : 

(1) 当 * 一 0 时 ,由 (4122 得 到 系统 C4. 11) 的 鞍点 分 界线 5 
二 To UU Fu, 其 中 站 是 垃 点 4 的 辣 宿 轨 线 ,而 把 t 民 ;和 ) 于 面 分 成 
左 、 帮 两 部 分 { 见 合 8-34). 

{2) 当 z 之 0 时 ,由 (4. 12) 可 
确定 系统 人 4. 11) 的 一 条 (无 界 ) 
胃 线 5, 它 位 于 疡 所 国有 界 区 域 
之 外 和 Ho 的 左 侧 , 当 * 一 0 时 ， 
Se 收缩 到 只 山行 

(3) 当 : 0 时 ,由 (4.12) 可 
确定 系统 (4.11) 的 二 条 轴线 ,其 
中 一 条 为 闭 轨 并 , 它 位 地 所 围 
有 界 区 域 之 内 ;而 另 一 和 茶 ( 无 界 ) 
加 线 豆 在 呈 o 的 右 删 . 当 s-> 上 羡 8-34 
,请 赵 于 六, 而 五 赵 季 瑟 ， 


1 
fx ye) 一 下 Cr 8)》 一 1 好 


其 中 的 F(z,y》 由 《4.12) 式 定义 , 则 Fzse 有 如 下 性 质 ; 
Cd) 和 若 e 过 0 且 |z| 安 1, 则 
rg) 0 当 tr yy 在 5. 的 右 届 区 域 ; 
Crygt = 0, Bg) EE Se; 
fy 在 5 的 无 信 区域. 
(8B) 车: 二 0, 则 
了 gs0) 过 0 当 (z; 下 在 所 围 区 域 之 内 或 mn 右 侧 ; 


— el, 
' 
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frag) = 0, Bg E MU Ho 

fizy 0 > 0， (ry) 在 no 所 围 区 域 之 外 和 Ho 左 侧 . 
(中 车 : 守 0 有 1:| 安 1, 则 

fr 之 0, 当 (z,9) 在 人 所 围 区 域 之 内 或 右 人 出 ; 

(zigse = 0, BD E Te Hes 

Fr: > 0, 当 (z,9) 在 TT 所 围 区 域 之 外 和 忌 左 仙 . 
利用 子 数 Jr 如 ,我 们 构造 下 面 的 系统 族 


or _ 

a 

1 Cd. 1 人)- 
了 = 一 | 1 一 了 | 十 f(T EY 

容易 算出 明 数 F 通过 微分 方程 (4. 13)e 对 上 的 全 导数 为 
dF dF dr aF dy 
| sy, 和 (% dt 十 dy | , Ei 
一 2f {x, Vat. 


我 们 曾 在 $2 的 2.3 段 利 用 这 种 全 导数 研究 过 轨 线 的 走向 . 现在 
用 同样 的 方法 并 注意 到 f(z,9,8) 的 上 列 性 质 (4) 一 (C0) ,就 可 以 断 
言 : 当 之 0,e = 二 0 和 :六 9 时 ,系统 (4.13): 的 相 图 分 别 具 有 图 8-33 
中 (Cay,(8) 和 (ec) 的 三 种 不 同 结构 . 我 们 把 讨论 的 细节 留 给 读者 作 
为 练习 ,而 仅 指 出 一 点 : 当 。 二 0 时 ,系统 (4.13) 的 鞍点 同 宿 轨 线 
就 是 系统 (4. 11) 的 散 点 同 宿 轨 线 ,但 其 所 围 区 域内 的 奇 点 却 是 焦 
点 ; 当 *>>0 时 ,系统 44. 13): 的 唯一 闭 轨 就 是 系统 (4. 11) 的 闭 轨 
Te， 由 此 可 知 , :二 0 是 系统 (4.313); 的 一 个 同 宿 轨 线 的 分 支 值 . 


4.7 ”奇异 向 最 场 的 普 适 开 折 

作为 这 一 节 的 结束 ,我 们 介绍 一 个 向 量 场 分 支 的 典型 例子 , 它 
把 三 面 论 及 的 多 种 分 支 现象 有 机 地 联系 起 来 , 并 由 此 引出 所 谓 普 
适 开 折 的 新 概念 . 这 今 例 子 是 Bogdanov 和 Takens 于 1974 一 1978 
的 工作 , 它 对 近年 来 在 向 量 场 的 分 支 方面 的 研究 其 有 重要 意义 . 
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dr 
| 
| ‘3 14) 
[a 
它 的 线性 部 分 的 害 阵 为 
站 | 
4=|o D) 


儿 于 和 矩阵 4 以 0 为 二 重 特征 根 , 所 以 奇 点 (0,0) 是 非 双 曲 的 : 这 时 
我 们 就 说 向 量 场 具 有 奇 拭 性 .虽然 系统 (4. 14) 在 奇 点 <0,0) 附近 
的 相 图 并 不 难 作 出 ( 见 图 8-35) ,但 我 们 知道 这 是 结构 不 稳定 的 . 
半 此 ,我 们 美 心 的 是 它 在 扰动 下 会 出 现 什么 样 的 变化 对 于 系统 
《4.142 来 说 ,有 如 下 两 方面 的 结论 (我 们 只 陈述 结果 ,对 证 明 感 兴 
趣 的 读者 可 参看 文献 [17,444 一 450 页 ] ,[18,364 一 371 页 ] 和 
L189,280 一 282 页] 及 其 所 引 的 有 关 论 文 }; 


周 名 旺 图 8-36 


结论 1 当 (ei,21) 在 参 妆 空间 的 原点 峙 近 变 动 时 ,(4. 14) 的 
拢 动 系 统 1 
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4 《4. 15) 
基本 时 十 衬 十 至 
在 相 空 间 的 原点 附 近 有 皇上 共有 9 和 神 不 同 的 拓扑 结构 , 其 中 4 种 是 
结构 稳定 的 ,而 另外 5 种 是 结构 不 稳定 的 . 

具体 地 说 ,参数 空间 中 原点 附近 的 分 域 被 四 条 会 诊 于 原点 的 
光滑 曲线 4 和 心 分 割 成 四 个 连通 区 域 , 当 (e ,es) 位 于 每 一 
个 这 样 的 区 域 时 ,系统 (4. 15) 是 结构 稳定 的 . 曲线 0 和 ”分 蜀 
是 让 8& 轴 和 负 s 轴 ; 当 (a,ez) 穿 过 它们 时 ,系统 (4 151 发 生 通 - 结 
点 分 交 ; 曲 线 4 的 方程 是 {6 二 一 :2 六, 当 (8,62) 穿 过 它 时 ， 
发 生 Hopf 分 支 ;而 如 的 方程 是 {9 一 一 舌 w! 十 O(a) ,a 之 0)， 
当 (esea) 穿 过 它 时 ,发 生 司 宿 轨 线 分 支 、 图 8-36 描绘 了 这 由 条 分 
福 曲 线 的 情形 ,四 坊 叫 作 分 支 图 . 

再 来 看 相 图 的 变化 . 假设 参数 (7 在 图 8.36 中 滞 原点 附近 
的 圆周 e 连续 变动 , 则 在 位 管 了 D 一 他 所 对 床 的 相 图 如 图 8-37 所 
忒 :而 位 置 使 ( 相 应 于 如 三 避 二 人 D 对 应 于 相 图 8-35. 

从 图 8-37 的 一 系列 相 图 中 下 以 清楚 地 看 出 ,系统 的 轨 线 结构 
如 何 随 :的 变化 而 变化 ; 当 (e,e) 位 于 图 8-36 的 区 域 吃 时 ,系统 元 
奇 点 ;1 当 (ast2) 变化 仙道 过 47 时 ,一 个 鞍 - 针 二 突然 产 牛 ,并 立即 
分 机 为 一 个 鞍点 和 -个 不 稳定 结 点 ,然后 结 点 转化 为 不 稳定 焦点 
(注意 . 结 点 和 焦点 的 招 扑 类 型 相同 ); 当 (6 ,#2 变化 通过 疡 时 , 焦 
点 改变 稳定 性 ,发 生 Hopf 分 支 ,-- 个 不 稳定 极限 环 从 奇 点 跳出 .并 
随 Ca,e) 的 瑟 续 变 化 而 膨胀 ; 当 (e4,es) 通过 疡 时 , 它 形 成 了 同 宿 轨 
线 , 并 随即 破 要 ,然后 两 个 奇 点 又 重新 千 近 ; 当 (i1,es) 通过 1 时， 
这 两 个 奇 点 焉 次 结合 成 鞭 - 结 点 ,然后 消 失 . 须 指 出 的 下 .虽然 钳 
3-37 中 的 唆 与 吕 表 面 上 相同 ,但 训 中 的 焦点 是 - -个 简单 痛 点 , 略 
调 是 结 机 稳定 的 ,而 宝 中 的 却 是 -个 细 焦 点 i 见 $3 的 附注 2, 大 
i 是 缚 构 不 稳定 的 .此 外 ,图 合 与 图 仿 的 不 同 之 处 在 于 ,它们 所 
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图 8-37 


盒 的 焦点 的 稳定 性 相反 ,而 且 茵 点 的 两 分 界线 的 “内 外 位 置 ” 亦 相 
反 ; 图 铅 与 图 钙 相 比 , 不 仅 蒂 - 结 点 的 “ 半 结 型 区域 的 稳定 性 相 
反 , 而 且 “ 半 鞍 型 ”区域 的 分 界线 的 走向 也 相反 . 
1 结论 2 系统 (4. 14) 的 任意 抗 动 系统 在 奇 点 (0,0) 附近 可 能 
出 现 的 轨 线 结构 都 拓扑 等 价 于 上 述 9 种 之 一 ， 
这 个 结果 表明 ,尽管 (4.14) 的 拢 动 系统 有 无 窃 多 个 ,并 且 可 
以 带 有 任意 多 个 参数 ,但 可 能 出 驱 的 各 种 轨 线 结构 , 仪 用 一 个 特定 
的 扰动 系统 (44.15) 就 可 以 完全 展现 出 来 . 在 向 量 场 的 分 支 理论 
中 ,通常 把 奇异 向 量 场 的 扰动 叫 和 作 它 的 一 个 开 折 Cunfolding) ,而 把 
具有 上 述 性 质 的 扰动 系统 (4. 15) 叫 作 原 系 统 (4. 14) 的 一 个 普 适 
开 折 (universat unfoiding). 一 般 而 言 ,判断 一 个 奇异 向 量 场 是 否 存 
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在 普 适 并 折 ， 并 且 在 它 存在 时 具体 找 出 普 送 开 折 ,部 是 十 分 困难 
的 问题 .应 该 说 ,在 这 方面 的 研究 还 处 于 开始 阶段 . 

于 面 的 例子 说 明 , 只 有 从 变动 参数 的 疯 点 ,才能 更 好 地 把 握 系 
统 的 轨 线 结构 . 植 得 挫 由 的 是 ,这 种 观点 有 深刻 的 实际 背景 . 事实 
上 ,在 把 实际 问题 转化 为 微分 方程 的 过 程 中 ,常常 要 进行 简化 和 近 
似 , 方 程 中 的 基 些 系数 和 相关 的 初 值 条 件 也 常常 要 通过 测量 得 到 ， 
从 而 不 可 避免 地 存在 误差 . 因此 ,我 们 的 研究 就 不 应 该 局 限于 一 个 
孤立 的 方程 ,而 应 着 眼 于 包 会 这 个 方程 在 内 并 与 之 “邻近 ”的 一 族 
方程 ,例如 依赖 于 小 参数 的 系统 族 . 这 就 产生 了 一 个 至 关 重 要 的 问 
题 : 当 参 数 变动 时 ,系统 是 结构 徇 定 的 ,还 是 发 生 分 支 现 象 ? 如 果 
发 生 分 文 现 象 , 它 的 规律 是 什么 ? 

在 本 节 中 所 介绍 的 分 支 现 象 ,都 是 最 简单 的 情形 ;由 于 分 支 而 
产生 的 闭 轨 , 也 都 只 有 一 条 . 实际 上 可 能 出 现 更 复杂 的 情形 . 特别 
是 当 相 空间 或 参数 空间 的 维 数 > 2 时 ， 导 找 分 支 曲面 和 确定 系统 
的 扼 扑 结构 都 是 不 容易 的 . 有 兴趣 的 读 首 可 以 参考 专著 [17] 一 
L19j 等 ， 
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在 前 儿童 中 我 们 已 相当 详细 地 讨 沦 了 常 微分 方程 的 切 值 问题 
及 其 解法 . 另外 ,我 们 也 接 能 类 所 谓 微 分 方程 的 边 值 问题 ,例如 瞻 
链 线 问题 (第 十 章 的 $1)，-… 般 而 言 , 边 值 间 题 的 解 不 一 定 存 在 ; 
如 果 存 在 ,也 不 一 定 唯 -… 因此 ,过 和 值 问题 的 理论 不 象 初 值 问题 那 
样 了 然 . 

本 章 将 讨论 菜 些 二 阶 微分 方程 的 边 值 问题 ;而 以 斯 托 姆 - 刘 维 
尔 边 值 何 题 为 重点 ,因为 它 在 数学 物理 中 有 重要 的 应 用 , 


$ 1. 斯 托 姆 比较 定理 


斯 托 姆 (Sturm ,1803 一 1855) 是 在 微分 方程 研究 中 最 时 使 用 定 
性 方法 的 先驱 省 之 -如 我 们 在 上 :- : 章 所 和 青 到 的 ,这 种 定性 方法 
的 主要 特点 是 不 仰赖 于 对 微分 方程 的 求解 ,而 所 能 方程 本 身 的 -~ 
些 特征 来 确定 解 的 有 关 性 质 , 例 如 解 的 变 号 和 肩 期 性 等 . 
我 们 讨论 二 阶 线性 微分 方程 
及 一 了 Br) 有 下 ez 一 0， 《1 1 
其 中 系数 国 数 ptx) 和 qtz) 在 区 间 了 上 上 是 连续 的 . 
引 理 1 齐 次 线性 微分 方程 (1.1) 的 任何 非 零 解 在 区 闻 了 内 
的 零点 都 是 度 立 的 ， 
证 明 ”全 给 方程 上. 1) 的 一 个 非 志 解 
# = wr rE .0). 
假设 它 有 一 个 非 弧 江 的 零点 吉 EE J. 因此 ,在 7 内 zy 一 pz 有 一 串 
零点 和 4 一 1 2) Ta 了 zo; 使 得 当 #-> 5 时 一 
注意 ,plz0) 一 和 和 Bt 一 DG 一 1 2 0)， 周 此 ,我 们 可 以 
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推出 
pe 
这 就 是 说 , 非 零 解 y 二 op(z) 满足 初 值 茶 件 
By Cro — VU, yro) 二 0, {1.227 


然而 ,我 们 已 知 初 值 问题 (1. 十 0,2) 有 有 翟 解 . 因此 ,根据 解 的 叭 
一 性 ,y= 二 ptx) 就 是 零 解 .这 厦 一 个 并 竺 . 所 以 非 零 解 y 二 p(x) 在 
区 间 7 内 的 和 零 点 必 是 孤立 的 ，| 

现在 , 设 y= plz) 是 齐 次 线性 方程 (1. 17 的 … 个 非 鹤 解 ,而且 
设 x1 E 7 是 它 的 一 个 零点 ,根据 上 面 的 引 理 得 知 ,z, 有 是 一 个 扳 立 的 
零点 . 这 样 , 我 们 可 以 考虑 y 一 g(x) 在 zi 的 志 ( 或 右 ) 边 中 xz; 最近 
的 那个 等 点 之 zz (或 xz: 六 2z1[ 如 果 有 的 话 ]. 注意 ,在 如 和 疡 之 间 
Yy 二 p(x) 没有 别 的 零点 ,我 们 称 ”2 和 zz 为 二 个 相 分 的 零点 . 

下 面 的 - : 些 定 理 最 后 是 由 斯 托 姆 采用 定性 方法 证 骨 的 , 这 种 
简单 的 四 杠 后 来 发 展 成 为 微分 方程 的 近代 定性 理论 ( 见 第 八 章 ). 

定理 1 设 y 二 gtr) 和 # 王 qr(tz}) 是 齐 该 线性 方程 人 1. 1) 鸡 
两 个 非 零 解 . 则 下 述 结论 上 成立: ， 

1) 它们 是 线性 相关 的 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 零点 ; 

2) 空 们 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 它 们 的 零点 是 互相 交错 的 ， 

证 明 ”首先 , 设 gtx) 和 wp:lzx) 是 线性 相关 的 , 则 有 

par) 一 Try 人) 

其 中 常数 * 关 0. 由 此 可 见 , 它 们 有 相同 的 零点 ， 

反之, 设 t 人 Cr) 和 gtz) 有 一 个 相同 的 零点 zo 蕊 了 , 则 它们 的 设 
斯 基 行 列 式 


_ | lr} py | 
| PIT) we Cx)] 
化 zz 二 处 的 得 开 tzo2 二 0, 内 而 可 由 刘 维 尔 公式 推出 不 (zz 二 0 
C7)， 所 以 grtz) 和 glz) 是 线性 相关 的 . 
其 次 , 设 gilr) 和 和 mm 人 zy 线性 无 关 . 则 它们 没有 相同 的 零点 . 


-HCr) 
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设 和 z; 是 gutx) 的 二 个 相 邻 的 零点 , 则 不 妨 设 
oz > 0， {XL TIX), 
《否则 ,只 要 以 一 qcz) 震 换 gcx))， 由 此 不 难 推出 
pm) 0 Cr) SE 0, 
因为 了 = py(z} 是 非 零 解 ,所 以 我 们 推 得 
Pi ta) > De gr CX) < 0. 11.3 
因为 galx) 与 tx) 没有 相同 的 零点 ,所 以 mn 和 za 都 不 是 
gz) 的 等 点 , 即 


qa ri Pra) 天 0- 
现在 假设 ga {21) 和 axa) 是 同 号 的 , 即 


.par pa (72) > 0. C1.4) 
男 一 方面 ,由 于 pi(x) 和 pelzx) 的 朗 斯 基 行 列 式 Wz) 在 区 间 J 
上 不 等 于 零 , 所 以 我 们 有 、 
| Wz) Wz) C9 C1. 5) 
易 知 
全 {21) 一 一 A Wz) 一 一 Po (Lz ) PI! (x22. 


因此 ,不 等 式 (1. 5) 蕴含 
otro Crs JTJ Pp1' Lx) > 0. 
再 利用 (1. 4) ;就 推出 : 
Pu Cri dp Cz) > 0 

但 是 ,这 与 (1. 3) 是 芽 盾 的 . 

因此 , wm 和 (za 是 异 号 的 . 由 此 推出 mm 人 在 妇科 因 之 
往 鞋 少 有 一 个 替 点 2 人 zi 达 二 之 22)， 如 果 pz(z) 在 7 和 zx 之 疗 有 
两 个 零点 2 和 ,那么 用 以 上 相同 的 论证 可 以 推测, putx) 将 在 久 
和 Te 之 间 ( 从 而 在 I 各 之 间 ) 还 至 少 有 一 个 零点 ， 这 与 z+ 和 za 是 
g(x) 的 二 个 相 邻 的 零点 是 年 盾 的 ， 所 以 ge(z) 在 zz 积 #2 之 间 有 并 
县 只 有 一 个 零点 . 

同 祥 可 证 ,mtz) 在 yzlz) 的 任何 二 个 相 邻 零点 之 间 有 并 且 只 
有 一 个 零点 ， 
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这 就 证 明了 py Cz) 和 gztx) 的 零点 是 互相 交错 的 . 
有 反之 :; 设 g(x) 和 wpstzx) 的 等 点 是 互相 交错 的 .因此 ,它们 没有 
相同 的 零点 , 丛 而 是 线性 无 关 的 ， 
总 结 土 面 的 论证 ,定理 1 得 证 . | 
以 下 就 是 有 名 的 斯 托 姆 比较 定理 . 
定理 2 设 有 二 个 齐 次 线性 微分 方程 
+ pry tt Yr)y = 0, C1.6) 
yt Fra + RE) = 0, C1,.7) 
这 里 系数 函数 p(z2), 8tz) 和 B(x) 在 区 间 了 上 是 连续 的 ,而 县 假 设 
不 等 式 
Rr 2 OI), (rz EE J) C1.8) 
成 立 . 叉 设 y = p(x》 是 方程 (1. 6 的 一 个 非 零 解 ,而 县 m 和 zz 是 它 
的 二 个 相 邻 的 零点 . . 则 方程 (1, 7) 的 任何 非 零 解 了 一 Yiz) 在 x 和 
zx1 之 间 至 少 有 一 个 零点 x 这 里 所 说 的 zo 在 和 zi 之 间 的 舍 义 
为 xo 允 Es x2] ). 
证 明 首先 ,我 们 注意 pz) 二 0 和 wlzz) 一 0, 而 且 不 妨 设 
pr) > 0,(z 之 7 之 22)， 由 此 可 礁 出 
pT) 0 Hx) 0. C1.9) 
要 证 ; y 二 w(x) 在 区 间 二 rz 扫 上 有 至少 有 一 个 零点 .假设 
这 个 结论 不 真 ,那么 不 妨 请 
$f (1, 10) 
另 一 方面 , 当 z>E J 时 ,我 们 有 ” 一 
DY 二 pr) 十 gtr pery = 0, 


和 
Pz) 十 pI CE) 十 RAr) pr) = 0. 
然后 ,用 wz) 乘 第 一 式 , 再 减 去 用 w(tz) 乘 第 二 式 , 并 且 令 
vr) = PTI C7) — pI rt), 
就 得 到 


和 
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Pr) 十 prs) 一 【有 (z) — OO) joer pz), 
再 利用 条 件 (1. 8) 以 及 上 述 有 关 pz) 和 ytz) 的 性 质 , 推 得 

LR) 一 QF) I(r I pz) 之 OD, {x rT). 
所 以 我 们 有 不 等 式 

wr 
它 等 价 于 不 等 式 
e peddrt i Cx) 十 区 [zyagt)》 | 之 0 (ze 

亦 即 


Ele brevce) | 之 .0， 《2 < 
因此 .可 以 利用 静 数 的 单调 性 质 礁 出 


e br Cr,) Hs). (1 11) 
男方 面 .由 ziz) 的 表达 式 可 以 看 到 
PUT) = px Td vx2) = Phra (rs), 
所 以 利用 (1.9) 和 (1. 10) 可 知 
Ce 
但 是 ,这 与 不 等 式 (1. 11) 是 笠 盾 的 这样 ,我 们 就 证 明了 二 (1) 
在 mm sx 所 2 上 至 少 有 一 个 零点 ，1 
现在 , 设 y= glx) 是 齐 次 线性 微分 方程 (1. 1) 的 一 个 非 零 解 . 
若 y 一 gz 在 区 间 了 上 最 多 只 有 一 个 零点 , 则 称 它 在 J 上 是 非 捧 
动 的 ; 友 则 , 称 它 在 上 是 振动 的 . 如 果 y 二 p(x) 在 区 间 .T 上 有 无 
限 个 零点 , 则 称 它 在 7 上 是 无 限 振 动 的 ， 
利用 上 述 比 较 定 理 , 可 以 得 到 下 面 的 有 关 解 是 硅 扎 动 的 简单 
判别 法 ， 
兰 别 法 1 设 齐 次 线性 微分 方程 (1. 1) 中 的 系数 函数 
qx) (rE 
则 它 的 一切 非 零 解 都 是 非 报 动 的 . 
事实 ,我们 可 以 对 方程 41 1) 和 方程 
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yp = . ¢1.12) 
进行 比较 . 显然 ,(1. 12) 有 非 零 解 | 
:=p EE. 

如 果 方 程 (1.1) 的 非 零 解 了 = pz) 在 J 上 至少 有 二 个 不 同 的 零点 


za 和 za: 那么 根据 上 者 的 比较 定理 就 会 推出 方程 (1. 12) 的 非 零 佣 “ 


y 一 1 在 rz 和 mm 之 间 至 少 有 一 个 零点 . 这 是 芒 记 的. 因此 , y = 
9tz) 在 J 上 最 多 只 有 一 个 零点 . 
判别 法 2 设 微分 方程 
Oy 一 07 《1. 13) 
其 中 26z) 在 区 间 e 委 < co 上 是 连续 的 ,而 且 狭 足 不 等 式 
&(rz) 之 人 六 0， (tm 是 常数 ). 
则 徽 分 方程 (1. 13) 的 任何 非常 解 y = w(z) 在 区 间 [a,co) 上 是 无 


限 振动 的 1 而且 它 的 任何 二 个 相 邻 零点 的 间距 不 大 于 常数 天， 


事实 上 ,我 们 只 要 证 明 不 可 能 有 长 度 趣 过 一 的 区 间 


了 一 fa, asj， 

使 得 y = p(z) 在 了 上 没有 零点 . 
根 如 不 然则 有 
Pr) EO nA) (1.14) 

现在 ,对 方程 (1. 13) 和 方程 . 

六 十 ng 一 0 ~ 
进行 比较 . 易 知 后 一 方程 有 非 零 解 

¥ = sin[ Vm Cz 一 qr1) ]， 2 

而 且 它 在 区 间 了 内 至 少 有 二 个 零点 


zi 一 a 和 n= te 


因此 ,根据 定理 2 推出 方程 (1. 13) 的 非 零 解 y 二 g(z) 在 和 友之 
间 ( 从 而 在 如 1 和 dz 之 间 ) 董 少 有 一 个 零点 . 但 这 与 (1. 14} 是 泽 盾 
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的 . 因此 ,我 们 得 到 所 需 的 结论 . 
注意 ,如 果 只 假定 
Q(z) > 0 (et co)， 
却 么 上 述 判 别 法 2 的 结论 可 以 不 成 立 . 例如 ,微分 方程 


1 
"二 0， (1 和 < 00) 


的 非 零 解 
y= VIO Colnz) - 
在 区 间 1 志 7z < 之 oo 上 最 多 有 一 个 零点 ;其 中 和 C: 是 任意 常数 ， 


习 题 9-1 
1, 如 果 在 定理 2 中 假设 
， RT) > Ql), (rz € J), 
则 定理 的 铺 论 可 以 加 强 色 :rr 过 xo 之 四 
2. 如 果 拆 分 方程 
+ Oty = 
中 的 系数 洋 数 8(x) 满足 不 等 式 . 
QD) EM (er 人 eo), 
其 帅 常数 对 半 8. 峙 它 的 任何 非 零 解 了 一 p(x) 的 相 邻 零点 的 间距 不 小 于 常数 


Tt 


VN 
3. 利用 定理 2 证 明 ; 中 塞 尔 了 通 数 Jultx) 和 诺 蜗 函数 了 (x) 都 有 无 穷 和 多 个 零 
点 :而 且 它 们 各自 相 邻 零点 的 间距 当 z 一 ce 时 趋 于 不 . 
“4. 设 微分 方程 


dx 
de 
其 中 P(t8 是 1 的 连续 的 2* 周期 函数 ,而且 满足 
这 里 。 是 一 个 非 负 的 整数 . 则 上 述 方程 的 任何 非 零 均 都 不 是 2x 周期 的 . 
~5: 利用 定理 2 证 明 : 齐 次 线性 微分 方程 (1. 1) 的 任何 二 个 线性 无 关 的 解 
的 零点 是 互相 交错 的 


十 PCD 一 OD, 


$2, 3-L 边 们 问题 的 特征 值 31] 


§ 2， ”S-L 边 值 问题 的 特征 值 


在 进入 一 般 性 的 讨论 之 前 ,我 们 先 举 一 个 具体 的 例 亲 . 

E 例 1】 杆 的 守 出 问题 ， 
设 有 一 根 杆 ;以 匀 链 固定 于 一 端 
z 一 4 而 另 一 端 z 一 0 则 以 支承 
固定 (参见 图 9-1). 设 杆 受 到 … 
轴 向 载荷 P 的 作用 . 试 讨论 此 杆 
可 能 出 现 的 弯 则 状态.. 

设 秆 的 中 心 轴线 为 # = 
zy(z)， 则 由 力学 实验 可 知 , 杆 在 x 
点 的 弯曲 度 六 (z) 与 力矩 PyCs) 
成 正比 , 即 图 9 

一 了 Ptz) 一 pe 
其 中 至 = 8(z) 是 杨 氏 模 数 ,而 工 一 ICz) 为 尾 性 饶 ， 念 


= PP， ec 一 让: 


则 上 述 力学 定理 可 以 写成 如 下 的 微分 方程 . 
扩 十 48tr)y 二 0， 2,1) 
其 中 4 代表 压力 参数 ,而 函数 Q(z) 在 区 间 0 扫 * 扫 5 上 是 连续 的 . 
另外 ， # 二 #z) 显然 满足 边 值 条 件 - 
y(t0) 一 0， y(D = 0. (2. 2) 
所 以 研究 村 的 弯 贞 问题 转化 为 求解 过 值 问题 (2 上 》 十 《2. 2), 
显然 ,这 边 值 问 题 有 符 甫 
(zz 二 1 
它 对 应 于 杆 的 不 弯曲 状态 . 而 杆 的 弯曲 状态 对 应 于 这 边 值 问 题 的 
非 腔 和解 :利用 力学 直观 可 知 , 当 压力 参数 4 不 大 时 , 杆 不 会 弯曲 , 即 
边 值 刹 题 (2. 1) 十 《2, 2) 没有 非 零 解 ;而 当 4 适当 如 大 时 , 杆 就 会 
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要 曲 , 即 上 述 边 值 问题 有 非 零 解 . 这 些 结论 在 力学 上 似乎 是 显然 
的 ;但 在 数学 上 并 不 明显 . 本 节 的 目的 就 是 用 数学 方法 更 确切 地 
揭露 有 关 边 值 问题 的 一 些 力 学 现象 . 
我 们 考虑 比较 一 般 的 二 阶 齐 次 钱 性 微分 方程 
[pr)y ++ Lotz) 十 rtr) ly = 0, 《2, 3) 
其 中 4 是 -… 个 参数 ,系数 函数 pz oz) 和 rz) 在 区 间 4 志 zz 所 b 
上 是 连续 的 ，z(z7 是 可 徽 的 ， 而 且 "2 另外 , 设 
迪 值 条 件 
Ryta) + Ly ta) 一 0， 5 + Ny tb} = 0, C2, 4) 
其 中 常数 请 ,5,M 和 NN 满足 条 件 
KIO0, MN > 0. 
上 述 形式 的 边 值 问题 (2. 3) 十 (2. 4) 通常 称 为 斯 托 姆 - 刘 维 
尔 边 值 问题 (简称 S- 工 边 值 问题 ). 注意 ,在 例 工 中 所 说 的 杆 的 弯曲 
问题 (2, 1》 十 (2. 2) 就 是 S-L 边 值 问题 的 一 个 实例 ， ， 
设 当 2 一 加 时 边 值 问题 (2. 3) 十 (2. 4) 有 非 零 解 y 一 wo(z)， 
则 称 和 为 这 边 值 问题 的 特征 值 ,而 称 y 二 m(z) 次 相应 的 壬 年 丁 
数 , 注意 , 若 y 二 glx) 是 相应 于 特征 值 加 的 特征 函数 , 则 对 于 任 
何 常数 CC 关 0,y 一 Cen(z) 仍 是 相应 的 特征 函数 
f 例 21 。” 试 求 边 值 疝 题 -… 2 
(i (2, 5) 
yg(0) = 0, gD):= 0. (2.6) 
的 特征 值 和 相应 的 特征 函数 (这 蛙 设 常数 二 0). 
解 ” 当 ;< 委 0 时 ,由 上 节 的 判别 法 1 可 知 方 程 (2. 5) 的 任何 非 
零 解 都 不 是 振动 的 ,从 而 它 不 可 能 满足 边 条 件 (2. 的 , 所 以 一 切 负 
的 或 等 于 零 的 常数 4 都 不 是 这 过 值 问 题 的 料 征 值 . :: “ 
当 计 这 0 时 ,微分 方程 (2. 5) 的 通 解 汐 
. y = Cicos V Nr 十 Cosin w Az. . 
设 它 是 一 个 非 零 解 , 则 常数 cy 和 5 不 可 能 全 等 于 和 利用 边 信 条 
忻 (2. 6) ,我 们 得 到 
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y(t0) = C= 0,， 
| 3 = Ceos ww 十 Crsin 一 0， 
由 此 推出 
sin w At = 0. 
因 区 ,我 们 有 ww Xt = army 亦 即 


, 。 RT 了 
1 一 和 一 | 于 


为 所 求 的 特征 俏 , 而 相应 的 特征 阔 数 为 


¥ = okz) = sin Te, (R= 2) 2.7) 


注意 ,上 述 特征 值 mm 一 oo( 当 nn 一 coo)， ye 
知道 ,特征 函数 系 《2.7) 在 区 间 [9, 全 上 组 成 一 个 完全 的 
系 . 锥 此 ,我 们 可 以 在 区 间 [0, 朽 上 把 一 条 说 已 次 天 条 作 的 卫 
f(z) 展开 成 博 氏 级 数 


， 无 下“ 
fz) 一 之 osn TY 


(一 ] 2 


其 中 傅 氏 系数 
ba = ffsin dz, 12 


以 下 我 们 的 目的 是 要 把 便 2 的 这 些 结 论 推 广 到 一 般 的 S$-L 边 
值 问题 62. 3) 十 (2. 习 ,从 而 也 推广 了 一 般 傅 氏 级 数 的 理论 及 其 应 
用 的 范围 
为 了 形式 . 上 的 简洁 ， 我 们 只 要 必 适 当 的 变换 ( 见 本 节 习 题 3)， 
可 以 把 方程 (2. 3) 化 成 如 下 形式 
tor Vy = 0, (2, 8) 
其 中 国 数 gz) 在 区 条 [0， 1] 上 连续 ,而 和 组 把 边 值 条 件 (2. 4) 化 成 
yOcose 一 六 CO)sina = 0 yil)cosf — yl)sinp 一 
《2.9) 
这 虫 规定 常数 “< 和 1 满足 不 等 式 ; 0 委 e<t0<8 扫 mm 


Tr re me 
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现在 , 设 y= p(xz,%) 是 微分 方程 (2. 8) 的 解 ,而 且 它 满足 初 值 . 

条 件 . 
P02 = sinay pl0,2) = cosa. (2. 10) 

易 知 这 样 的 解 y 二 qtz, 罗 是 存在 和 唯一 的 ,而 且 它 是 一 个 非 零 解 . 

显然 ,y= p(z.)) 满足 边 值 条 件 (2. 9) 的 第 一 式 .一 般 说 来 * 它 不 一 

定 再 满足 第 二 式 , 问题 是 如 和 何 确定 ,使 得 上 述 + 一 wz 也 满足 

《2.9) 中 的 第 二 式 . 因此 ,这 4 就 是 符 征 簿 ,而 且 y 二 yxz, 科 为 相应 

的 特征 函数 . 

我 们 采用 极 坐 标 . 令 
Prsd) = AT JSinBKXY da pr) 一 DOES》 


其 中 


| pr) = Vp TT NT (> 0, 


er (Or). 


由 于 y = ptz,2) 满足 初 值 条 件 <2, 10) (从 而 满足 边 条 件 (2.9) 中 
第 一 式 ) ,我 们 有 
Sin 


(0 和 一 afct mi 一 9 十 有 这， (C2. 11) 


这 里 了 是 某 个 整数 , 欲 使 y 一 pplz, 和) 也 满 晨 边 条 件 (2. 9) 中 的 第 二 
式 ,只 要 使 86 二 9Cz, 和 ) 油 是 条 忻 
1,2) 二 六 十 上 x， C2. 12) 
这 里 + 是 某 个 整数 . 这 就 是 说 ,满足 这 关系 式 (2. 12) 的 4 二 入 就 娠 
所 求 的 特 钙 秆 ,而 9g = 所 xz, 公 ) 为 相应 的 特征 函数 - 
因此 ,我们 只 需 讨 论 方程 (2. 12) 的 求 根 同 题 . 
首先 ,可 以 直接 推导 8 = 58(z,4) 满足 微分 方程 
Wr 一 cos 引 十 [% 十 gz)]sin28， (C2. 13》 
而 且 为 了 确定 起 见 * 在 (2. 11) 中 不 站 取 了 一 0, 亦 即 6 一 8Cx,4) 满 
是 初 值 条 件 


站 (zh = atctg 


[1 | (2, 14) 
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这 样 ,8 二 8(s,) 是 初 值 问题 (2. 13) 十 《2, 14) 的 唯一 解 . 易 知 ,6 
= bz 四 在 区 间 0< 委 zz< 委 上 上 存在 ,而 且 对 参数 :是 连续 可 微 的 . 
引 理 2 令 @ 科 一 诬 1 1 则 国 数 ui 在 区 间 一 ce < 二 


se 上 是 连续 的 ,而 且 是 严格 上 升 的 . 
证 明 由 (2.13) 训 以 推出 它 关 于 + 的 变 分 方程 为 
dW 


pe 二 [4 十 glx) 一 1]sin26 字 十 sin?#，, C2.15) 


久 由 (2.14) 可 知 
8 _ 
(0D 一 (2. 16) 


注意 ,方程 (2. 15) 关于 好 是 一 阶 线性 的 ， 因 此 ,再 利用 初 值 条 件 
(2. 16) ,我 们 得 到 
(zh) 一 fe Pécs, Waocineg ct, 4)at, 


其 中 
Ets,4) 一 [2 十 Safs) — Ljsin26(s,2). 
易 知 sin:9(z,4》 闫 0,， (0 之 sz 过 1》. 因此 ,由 上 式 可 见 


wo = 几 (1,) > 0, 


它 给 出 所 需 结论 . 下 
了 | 理 3 当 一 ce<a4<co 时 ,ol 0 并且 
lim wlAY = 0. 


A 一 


证 明 首先 ,由 于 8= 2z,a) 是 初 值 问题 52. 13)》 十 (2. 14) 的 
bz 0， 只 要 0<z 挟 四 《2. 17) 
事实 上 , 当 a 全 0 时 ,这 个 结论 可 直接 由 (2. 14) 得 到 :而 当 一 必 
时 : 则 由 52. 13》 和 (2. 14) 推出 
0,2) 一 1， 
从 而 同样 可 得 (2. 17). 
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其 次 * 要 证 不 等 式 (2. 17) 在 区 间 0 之 z 坊 1 上 也 成 立 ， 
假如 不 然 , 则 由 (2. 17) 可 知 ,存在 正 数 zitzo 过 x 安 ]), 使 得 
ry) > 0， 只 要 0 之 zs 之 zj， 
但 是 
Artr,,A) = 0. 
由 此 就 推出 
(rh) < 0. 
男 一 方面 ,再 由 (2. 13) 得 知 
如 (ziyrA)l = ]， 
这 个 矛盾 证 明了 不 等 式 (2. 17) 在 区 间 0 < = 委 1 上 也 成 立 ， 
因 冰 ,我 杂 特 别 有 
wa) = ELA Do) 
现在 任 给 充分 小 的 常数 : 守 0 (2 二 奢 和 和 se 过 x 一 oy, 且 令 
1 十 所 一 站 


站 一 一 好 一 max[gtz):0sxs 旧 . 
则 当 4 过 一 在 一 林村 ,我 们 有 
十 4x7 之 一 此 ， (OI (2, 18) 
在 (x,9) 平面 上 ,我 们 取现 点 


At0, 一 2) 和 BC(,e)， 英 由 于 
《2. 14 和 a<x 一 ?就 可 以 找到 
正 数 加 所 1 使 得 当 0<z 乓 和 时 
积分 曲线 8 一 MKzryA) 在 直线 4 
的 下 例 5 见 图 9-2). 
如果 积 分 曲线 8 二 8(r, 科 与 

直线 48 第 一 次 相交 于 7 一 五 , 抽 
斜率 8 (zi, 和 0) 之 直线 48 的 射 率 

一 2 一 然而 ,出 ‘2. 13) 和 
《2,18), 我 们 有 
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Pr dy < Eo sin?e 一 2 一 并- 
这 是 矛盾 的 , 因此 ,积分 曲线 9 二 8(x,7) 不 可 能 与 直线 48 相交 ,从 
而 它 必 须 在 直线 48 的 下 人 出. 这 就 证 明了 , 当 匀 过 一 太一 林 时 ,我 
们 有 
wa) = (1 < 六 
注意 , 当 六 一 oo 时 ,我们 有 . 
-一 cc 和 一 0 
因此 , 引 理 3 得 证 .上 
. 引 理 4 当 4 一 co 时, @(4) 一 oo， 
证 明 显然 ,对 于 任意 给 定 的 充分 大 常数 入 > 0, 太 可 以 找到 迪 
数 天 半 0, 使 得 只 要 4 半天 ,就 有 
4 gz) > NI:, (DEr 人 1). 
因此 ,由 (2. 13) 我 们 有 
0 六 cos 绍 十 Nisin’g > 0, 
从 而 
> (OE 1). 
然后 ,在 区 间 0 去 x 委 1 上 积分 此 不 等 式 ,并 注意 8(0,)) 一 和 
91,4) 一 off ， 我 们 得 到 : 
| 有 i 之 1 (2.19) 
假设 当 2 一 ee 时 oG) 是 有 界 的 - 令 
(2) 之 L, (A 1), 
其 中 常数 工 > 0. 则 由 C2.19) 推出 
| ms 之 1， 
亦 即 四 
arctg (NigL) | 
从 而 当 * 一 -5 时 这 个 不 等 式 的 左 端 趋 于 0. 这 是 刻 盾 的 . 因此 ， 
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当 2-> co 时 wl%) 是 无 界 的 . 由 于 wl%) 对 4 是 单调 上 升 的 ,所 以 引 
理 4 成 立 . 8 

根据 上 南 引 理 2 一 引 理 半 的 结论 ,我 们 得 知 , 对 于 任何 整数 
(池内 ,方程 (2. 次 ), 亦 即 

B14) = kr 

有 并 且 只 有 -一 个 (简单 的 ) 根 4 一 如, 而 且 当 一 co 时 有 入 习 oo. 
注意 ,这 些 2 都 是 上 面 边 值 问题 (2.8? 十 《2. 9) 的 特征 值 . 

最 后 ;我们 把 上 述 结论 总 结 成 下 面 的 特征 值 窒 在 定理 . 

定理 3 S-iL 边 值 问题 有 无 限 多 个 (简单 的 ) 特征 值 ,而 且 可 把 
它们 排列 如 下 

pd 

其 中 


tim 二 oo， 
oo 
. 习 题 -2 
1. 求 解 下 列 边 值 问题 ， 
(CD 及 十 对 一 0 区 0) 一 0， 关 CD 一 由 
(2)》 了 十 人 十 1 一 0 ， (0 一 .0， (1D 一 0 
2. 证 明 边 值 问题 _ 如 
| zy 和 和 0， Ur 2); 
没有 非 替 解 (其 中 是 实 的 参数 ). 这 是 珍 与 上 述 定理 3 矛盾 ? 
"3. 试 把 一 般 的 S-B 边 值 问题 (2. 3) 十 (2, 4) 化 成 特殊 形式 的 S- 工 边 值 问 是 
2.8) + (2.9)., 
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为 了 方便 ,我 们 现在 把 上 节 的 5S-L 边 值 问题 (2.8) 十 (2.9) 重 
写 如 下 
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十 [十 qx)ly = 0, (3.3) 
利 . 
‘yt Ocose — y (Osing = 0 yi)cosp — y' C1)sinf ~ 0, 
(3. 2) 
其 中 4 是 参数 ,而 函数 9(z) 在 区 间 0 所 xz 所 1 上 是 连续 的 :又 设 澡 
数 a 和 '8 满 足 不 等 式 
和 Sa< 0 
根据 上 节 特 征 值 的 存在 定理 可 知 , 边 值 问题 (3. 1) 十 (3. 2) 有 
订 数 无 限 多 个 特征 值 
和 
其 中 如 一 ee， 当天 -we co 
肉 此 ,对 应 于 每 个 特征 值 各, 至少 有 一 个 特征 函数 (zy 各 1)， 
穴 旧 ,说 常 数 己 和 关 0 出 Pear 和) 也 是 对 应 于 各 的 特征 通 数 . 这 里 
自然 会 担 出 个 问题 : 对 应 王 特征 值 ,除了 特征 函数 Cmwkry, 知 ) 
外 ,是 否 还 有 别 的 ( 即 与 CpCr,w) 线性 无 关 的 ) 特征 函数 ， 
引 理 5 对 应 于 每 个 特征 值 ，S-L 边 值 问题 有 且 内 消 一 个 线 
性 无 闫 的 特征 后 数 ， 
证 明令 4 一 如 是 边 值 间 题 (3.1) 十 53.2) 的 任 一 特征 值 ， 
我 们 已 经 知道 上 述 y == gtz, 加 ) 是 相应 的 特征 函数 . 现在 令 px) 
和 (zx) 是 相应 的 两 个 特征 函数 ， 因此 ， 我 们 可 利用 53. 2) 的 第 一 
式 得 到 
{ picosea 一 WO)ysina 一 0， 
| pOIcose 一 0)5ina = 0, 
它 蕴含 系数 行列 式 
pO CO) — plO)p (0) = 0, 
即 wtz) 和 wz) 的 朗 斯 基 行 列 式 环 人 rz) 在 + = 二 0 外 的 值 信 (0) = 10. 
因此 ,g(x) 和 多 xz) 是 方程 C3. 1) 的 二 个 线性 相关 的 解 . 1 
由 此 可 见 , 除 相差 -个 常数 因子 外 ，S-L 边 值 问题 (3. 1) 十 
(3.2) 的 全 部 特征 消 数 为 ， 


A 
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本 9 
为 了 简便 ,以 下 令 
Pt) 一 人 (zh 一 0 1,2.…)， {3.3) 
引 理 8 特征 函数 系 (3. 3) 在 区 辣 0 志 sz 过 1 上 组 成 一 个 正 交 
系 , 即 . 


(XOPRET. 10， 于 
wz 一 : 
0 I> 0， 当 半 一 不 


证 明 ”因为 g(x) 不 恒 等 于 零 , 所 以 
Gi 一 [ord > 0, 
而 当 # 半 二 时 ,我 们 有 加 关 太 ,而且 
{ anfz) + Lin gx) ps (x) = 0, 
ez) + [Li pr) 一 0 
(0 1). 
由 此 可 以 推出 
《an 一 ZO FIDE = EC) pe Cz) 一 gn Cr per], 
它 葡 会 


je (Cr) ptr) dr 一 


Coa CD 1) pe Ci)otK1)]- Co CO pe (0) — ur C0} gu C0)] 


An a 
再 利用 边 信 亲 件 
| pafD)cosa 一 gr' (Osineg 一 0, 
| pe Ocosa — pr C0)sing = 0, 
就 推出 系数 行列 式 
pr Op CO) 一 pe CO PE (OY 


I 
? 


器 噶 汗 得 


1 
呆 


Pa Dp) go Cptl) 
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沽 此 ,我 们 推 得 . 
fm pe = 0, (ZA). 


引 理 6 得 证 .1 
引 理 ? ”如果 J(z) 在 区 间 0 < 挟 ! 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 而且 
满足 


[rep Car = 0 C= 0,1,2.), 


那么 了 (z)( 除 在 少数 点 外 ) 借 等 于 零 . 

证 明 较 长 ,因此 从 赂 ， 上 | 《有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [2]. ) 

这 里 我 们 对 引 理 7 的 元 何 意义 作 一 简单 罗 类 比 ; 设 p， 和; 加 
是 三 维 空间 到 的 三 个 互相 垂直 的 ( 非 零 ) 向 量 - 如 果 了 是 到 中 的 向 
最 而 且 数 量 积 

(Cf gn) 一 0， 人 一 ]1,2,3)， 

那么 / 是 -个 堆 向 量 . 因此 , gy, gz, 由 是 久 中 的 一 个 完全 的 正 交 
系 ( 基 ). 注意 ,其 中 任何 二 个 ， ,例如 mm，%， 都 是 一 个 正 交 系 ,但 不 
是 完全 的 . 

因此 , 引 理 7 说 明 ,特征 函数 系 (3. 3) 在 黎 冯 可 积 的 函数 空间 
RE0, 申 中 是 一 个 完全 的 正 交 系 . 类 似 于 对 完全 的 正 交 三 角 函 数 
' 系 ,在 区 间 [0,1] 上 可 以 考虑 可 积 孙 数 了 (zx) 关于 特征 函数 么 (3. 3) 
的 ( 广 文 ) 傅 氏 展开 


co 


ffz) ~ Papatz)s C3. 4) 
X 一峰 
其 中 (广义 ) 笨 氏 系数 
an 一 元 zeowcoar， {x = 0,1,2.*"), 
其 中 正 数 
6 一 [pr ar. 
而 且 还 可 以 进一步 证 朋 下 述 结论 . 


Tt 
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定理 4 设 消 数 J(r) 在 区 间 0 过 xz 所 1 上 满足 狄 民 条 件 , 刚 它 
的 (广义 ) 博 氏 级 数 (3. 4) 收 训 到 它 自己 
上 租 的 一 些 理论 ,如 同 三 角 级 数 一 样 ， 是 数学 物理 方法 的 一 个 
必要 的 基础， 
〖 例 33 试 求 边 值 问 题 
久 十 对 一 0 (3. 5) 
yD + yO = 0, y{l} = 0, (3. 6) 
的 特征 值 与 相应 的 特征 孙 数 ,并 且 讨 论 函 数 f(z) 在 区 间 0< 委 z 委 1] 
土 关 于 该 特征 函数 系 的 (广义 ) 傅 氏 展开 . 
解 。” 当 之 0 时 , 令 4 二 一 天 , (R > 0). 则 方程 (3. 5) 的 通 
解 为 


¥ = Ce 十 Cae TY, 

再 利用 边 值 条 件 (3. 6) ,我 们 得 到 
(+ RG (1 — RO: = 0, 
es + eC = 0, 
它 的 系数 行列 式 为 
ACR) = (ee dR (ee "). 

因为 4(R) = (er 一 eR>0( 当 R 六 从, 和 4(0) 一 和 所 以 当 
#8 > 0 时 4(8) > 和 因此 ,由 联 立方 程 (3.7) 推出 

C=0, C=0 
这 就 证 明 ,过 值 问题 (3. 5) 十 (3. 6) 没有 钢 的 特征 值 . 

当 24 二 0 了 时 ,方程 (3.5): 的 通 解 为 


‘3, 7) 


区 一 Ci 十 二 > 
再 利用 边 什 条件 (3. 6) ,我 们 只 得 到 
Ci 十 Cr 一 你 
取 一 1, 风 Cs: 一 一 1 因此 ,我 们 得 到 边 值 问 题 的 一 个 非 零 解 


y= plr) = to 1, {3. BY 
它 是 对 应 于 特征 值 加 = 二 9 二 的 特征 函数 . : 
当 4> 0 时 , 令 和 王 导 ,，(R 池 So. 则 方程 (3.5》 的 通 解 为 . 
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多 一 CeosRz 十 CsinRz. 
再 利用 这 条 性 <3.5), 我 们 有 
让 十 《一 D， 
(3,9) 
| | : Cicosh 十 CssinR = 0， 
它 的 系数 行列 式 为 
ACR) 一 sin 是 一 feosh, 
因此 ,53.9) 关于 (cosy 有 非 零 解 的 充 要 条 忻 为 4C8) = 0, 即 
R= Bh, . 《8 > 0). 《3. 10) 
由 简单 的 作 图 法 可 见 , 方 程 (3. 10) 有 无 隧 多 个 正 根 
和 < 


其 中 
(+— 3)*<m<|nt i Cx = 1,2,.), 
而 县 由 图 形 不 难得 到 近似 公式 
如 二 (a 十 诗 |"， 《 当 # 党 1). 


因此 , 当 %> 0 时 ,我 们 得 到 的 特征 值 为 
Mn = Rn, [n= 12.""), 
而 且 
1 1 
二 (二 | 必 ，《〈 当 呈 交 1)。 
而 相应 的 特征 函数 为 
fgz) 一 RacosSRas ~— sinRyry (n= 1,2,"),. 3, L117 
联合 (3. 8) 和 (3. 11) ,我 们 在 区 间 4 去 r 委 1 上 得 到 一 个 完全 
的 正 交 特征 函数 系 
SN) PT es aT (3,. 12) 
容易 算出 


如 一 | Cw) Jrdz = ee 一 1)atgz = 村， 
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= [tw ce) a = | Ricosas 一 sinRaz ]sdz 


= 到 | can 一 1 二 Ci 十 UDeosra | > 0. 


(注意 , 当 n 六 1 时 后 > D, 因此, 设 函 数 f(z) 在 区 间 0 扫 zs 1 
上 注 足 犹 氏 条 件 , 则 可 以 利 雨 正 交 画 数 系 53. 12) 把 它 展开 成 ( 广 
叉 ) 博 开 级 数 , 即 


Cr = Plaspals), 
如 一 站 
其 中 (广义 ) 博 氏 系数 
om 二 到 fp Ca)ar, G020). 


习 题 -3 
1. 求解 边 导 问题; 
| 六 十 入 二 0， 
ya) = 0, y= 0, 


其 中 a 和 3 最 常 款 ta 之 丰 , 而 4 是 参数 . 
2. 求解 周期 性 边 值 问题 : 
| 加 十 由 二 0， 
#0 = gy01), ye0) = yl), 

并 比较 它 与 S-L 边 值 何 古 的 异同 - 

*3. 讨论 非 齐 次 方程 的 S-L 边 值 问题 ， 

i | P+ [+ oly = f(), | 

4 sf)eosa 一 yw (COVsing 一 站。 yl)eosp 一 yr il)sing ft. 
斌 证 醋 ; 当 #* 不 是 相应 齐 次 方程 的 S 工 边 值 问 题 的 特征 值 时 , 它 有 并 纺 只 有 一 
个 解 ; 而 当 等 于 某 个 特征 值 ie 时 , 它 有 解 的 充 要 茶 件 为 

ff pa =0, 


其 中 gmtzx) 为 相应 于 特征 值 2s 的 特征 函数 . 


my 
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“ 4， 一 个 非 线 性 边 值 问 题 的 例子 


本 节 将 用 一 个 具体 的 例子 来 说 明 ， 在 某 些 情况 下 只 作 线性 化 
处 理 是 不 够 的 . 因此 ,还 要 考虑 非 线性 边 值 问题 . 

【 例 4I] 设 在 水 平 桌面 上 有 一 长 度 为 :的 均匀 钢 条 ,在 二 端 施 
加 大 小 为 Fp 之 0 而 方向 相反 的 一 对 水 平 压力 . 试 研究 钢 条 的 弯曲 ， 

解 显然 , 当 压 力 ? 很 小 时 银 条 不 会 弯曲 、 然 而 当 压 力 p 逐 
交 增 大 并 超过 某 个 临界 乓 力 po 时 ， 钢 条 就 会 弯曲 ， 如 图 9-3， 


取 钢 条 上 任意 一 点 , 设 它 距 左 端 点 的 ( 钢 条 》 张 长 为 。, 则 令 。 
为 该 点 的 参数 坐标 ， 因 此 ， 在 庙 点 写 有 端点 的 坐标 分 其 为 。 一 0 与 
s 一 4 而 钢 条 中 点 的 坐标 为 。 一 3: 

令 钢 条 在 s 点击 的 并 为 y 一 ys) (注意 , y(3) 之 0) ,并 
且 其 切线 的 倾角 为 8 一 Cs)- 则 党 党 表示 钢 条 在 点 的 弯曲 率 , 而 记 
表示 在 * 点 所 受 弯 曲 矩 ， 根据 力学 的 谊 曲 定 理 , 即 在 * 点 的 这 曲率 
正比 于 在 该 点 所 受 的 弯曲 失 ,我 们 有 


dd 


= py C4. 1) 


EE tt eri rp ri pe er te a . 
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其 中 比例 常数 :> 0, 右 端的 负 号 是 由 于 学 攻 0 和 kpy 沁 0. 通常 ， 
令 8 二 二 , 它 才 示 钢 条 的 刚度 
设 |9| 之 万, 则 由 图 9-3 可 见 


因此 ,我 们 有 


dy fayl 
绪 十 副 Nf1 一 {全} 一 0， (4. 2) 


它 是 一 个 非 线性 的 微分 方程 
另外 , 钢 条 的 形状 y = yCs) 应 满足 边 值 条 件 
yt0) = DO zx 人 (4. 3) 
因此 ,上述 钢 条 的 夸 曲 问题 就 转化 成 一 个 非 线性 的 边 值 问题 
(4.2) 十 (4. 3) 以 下 我 们 来 求解 钢 条 开始 杜 则 时 的 临界 于 力 po 
对 于 小 弯曲 , 即 当 | 全 | < 1 时 ,我 们 近似 地 有 


EE 
因此 ,可 以 把 方程 (4. 25 线性 化 为 
dy PP, 
+ y= 0 (4. 4) 


困 为 已 知 y(3) 宇 0 所 以 不 难 推出 , 边 值 问题 人 4. 3) 十 (4. 4) 当 且 
仅 当 


、 时 才 有 非 零 解 
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y 一 4sin 亚 ， (C4. 53 


{ 

其 中 4 半 0 是 一 个 任意 常数 . 

这 样 ,根据 线性 化 的 结果 ,我 们 得 到 下 述 三 个 结论 : 

1 当 p 之 ps 时 , 钢 条 不 会 弯 赐 ;而 当 y = pw 时 钢 条 发 生 帝 曲 
《 即 志 为 临界 压力 》5 

2) 当 p== op 时 ;: 非 零 解 (4. 5) 是 不 唯一 的 , 亦 即 钢 条 的 弯曲 形 
状 是 不 确定 的 : 

3) 当 p 六 名 时 , 钢 条 又 不 弯曲 ， 

力学 实验 告诉 我 们 ,第 一 个 结论 是 符合 实际 的 ,而 第 二 结论 ， 
尤其 是 第 三 个 结论 是 不 符合 事实 的 . 这 说 明了 线性 化 方法 有 一 定 
的 局 限 性 . 

现在 ,我 们 来 直接 分 析 非 线性 微分 方程 (4.2), 令 y 一 yts) 是 
它 的 一 个 解 , 且 满足 初 值 条 件 


yc0) 一 0， y' CD) = te Cd 6) 
显然 , y = yts) 是 边 值 问题 (4. 2) 十 (4..3) 的 非 零 解 当量 仅 当 
yt} = 0. 【4. 7) 


这 样 ,我 们 只 需 适 当选 取 ww 六 0, 使 得 y 二 yls) 满足 荣 件 (4.7)， 为 
此 , 令 


,多 
则 
dy du 
de 一 站 dy 
因此 ,方程 (4. 2) 误 成 
A 十 fyiy = 人 ， ( 设 旭 和 关 1). 
一 
有 而 可 得 首次 积分 


一 也 A 《d4. 8) 
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利用 初代 条 件 (1.6) ,我 们 推出 积分 常数 
C= 2 Vl ii, 
轧 然 , 边 值 问题 (4. 2) 十 (4.3) 的 解 y 二 gCs) 关于 中 点 s 一 万 是 


对 你 的 ,而 是 y( 芳 ) 二 m 之 0 是 y= y(s) 的 最 大 值 . 因此 ，# (二 ) 
二 0， 上 骨 利 用 {4. 8), 我 们 得 到 
—2+ m=—2 VI wr. C4.9) 
另外 ;由 (4. 8) 可 解 出 ， 即 得 


dy 1?. ls: a 
和 (| OCs). 
由 此 推出 
二 上 dy ， (Oe), 
0 - 
Ly 一 拖 | 
28 2 
它 表 示 闻 一 ys) (Os 芝 广 ) 的 反 消 数 . 特别 ， 当 s= 六 时 ， 我 们 
得 刘 
Co i[” dy 
z= | 


由 
Vi- { 志 *” + A 
令 E= 二 1 一 一 wy 则 0 过 2 < 之 1， 上 再 今 
一 者” 十 A — uo, 


则 当 y 一 0 时 有 4 二 1 一 徊 而 当 y 二 二 时 由 (4.9) 可 知 :一 1. 这 
样 - -来 ,上 述 积分 就 化 为 


= 过 | 2 
2 2p de ME MATET 1 


由 此 解 出 
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. | , 3 
) 二 | ce] B, (4 10) 
其 中 
i 
FIEY—= /2 ， 
。 Ie ww 一 下 一 人 二 与 
亦 于 - 


ti 
FRE£} = v2 ， 
wl) v2 (| ne 


不 难看 出 ,P64) 是 5 (0 过 < 志 1) 的 严格 上 升 的 连续 函数 。 因 此 ， 
由 (4. 10) 我 们 得 到 


[TPC TB < p< [Fr PE. 《TD 
这 木 等 式 的 堪 端 表示 铀 条 弯 簿 的 临界 压力 
p=— th(0) TB 一 [于 | 8, C4. 12) 


而 右 端 表示 钢 条 允许 承受 的 最 大 卜 力 站 只 要 压力 ?介子 和 和 
之 间 , 钢 条 就 会 寥 曲 . 而 且 对 于 给 定 的 压力 py Cp 之 上 之 p41), 可 由 
(4. 10) 唯一 地 确定 <, 从 向 由 二 二 1 一 1 一 ww 可 唯一 确定 
uo 二 ED 一 上 > 9. 

然后 ,由 相 度 的 初 值 条 件 (4. 6) 就 难 - -地 确定 了 微分 方程 (4.2) 的 

-个 解 y 一 ys). 它 对 应 于 钢 条 眶 曲 的 形状 .这些 结论 比 线性 化 
所 得 的 结果 更 符合 实际 . 广 意 ,由 非 线 性 分 析 所 得 的 临界 于 力 po 
也 直 好 等 于 由 线性 化 处 理 所 得 的 结果 [ 见 (4. 1273， 

一般 而 并. 非 线 性 分 析 虽 然 比 线性 分 析 优 越 ,但 是 要 困难 得 

多 , 因此 ,在 实际 应 肛 中 采用 线性 化 方法 往 征 也 是 -种 出 于 无 奈 
王浆 导 方案 . 


习 题 8-4 


1. 试 比较 例 1 和 例 4 的 异同 . 
2. 证 明 上 述 积分 PG) 对 < (0 才 区 1) 是 严格 上 才 的 连续 函数 , 币 且 
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F(0) 二 x 和 "0D -| Fl +)]， 


其 中 PC) 是 Tamma 消 数 . 从 而 算出 鲍 茶 允许 季 受 的 最 大 压力 pi. 


“ $5. 周期 边 慎 问 题 
本 节 讨 论 二 脐 的 微分 方程 
wx 一 中 (站 十 fs2), (5. 1) 
其 中 oo 盖 0 是 常数 , 2 是 小 参数 ,pz 是 上 的 连续 的 2r 周期 晴 数 ， 
和 了 (tz 以) 是 1,z,z 的 连续 函数 , 它 对 1 是 27 周期 的 ,而 对 xz 和 x 是 
连续 可 微 的 这 类 方程 在 电讯 和 机 械 的 振动 理论 中 占有 重要 的 地 
位 . 一 个 令 人 关注 的 问题 是 关于 它 的 有 界 振动 ， ,特别 是 2 周期 振 
动 ( 解 ) 的 存在 性 . 
设 z 二 z(t) 是 方程 (5.1) 的 一 个 2x 周期 解 , 刘 它 自然 满足 下 
面 的 周期 边 秆 条 和 件 . . 
zK0) 一 zs(27)， 20) = a2R), (5. 2) 
反之 , 设 z= 二 ztt} 是 方程 (5. 1) 的 一 个 解 , 而 : 且 它 满足 周期 边 
值 杀 件 (5. 2), 则 可 以 主 明 这 个 解 是 2 局 期 的 . 
事实 上 ,因为 x = z(t) 是 方程 (5. 1) 的 解 , 所 以 有 恒等式 
#30) 十 ors) p+ A DD) 
”因为 pt 和 :f(tyz,i) 对 4 是 2w 周期 的 ,所 以 只 要 在 上 闸 的 恒 
等 式 中 用 + 十 2z 蔡 换 !, 我 们 就 得 到 
| EE+ RR) ottt La) a POY A rE DAY ,t+ A)), 
这 就 是 说 ,x 二 #001= zt 十 27) 也 是 方程 (5， 上 的 一 个 解 ,而 且 
它 满足 初 值 条 件 
C0) = x(27), 7 (DY 一 TYTC27)， 
再 利用 周期 边 值 条 件 (5. 27 推出 
50 一 zf ， 了 (0 一 2 
亦 即 方程 65. 1) 有 二 个 解 z(o9 和 3C0 当 t 一 0 时 具有 相同 的 初 值 . 
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因此 ,根据 解 的 唯一 性 定理 ,它们 是 得 同 的 , 亦 即 zt 二 #0). 这 
样 ,我 们 得 到 
YE rt 27), 

即 z = 二 x) 是 27 周期 的 ， 

由 此 可 见 , 寻 找 微 分 方程 (5. 1) 的 2x "周期 解 等 价 于 求解 周期 
边 值 问题 (5. 1》 十 (5. 2)- 
. 先 设 

wo Tirzos Vos A) (5. 3) 
是 微分 方程 (5. 1) 的 解 ,而 且 它 满足 初 值 条 件 
TCD = To， TI0) = pe 

易 知 , 当 4| 充分 小 时 , 解 (5.37 在 区 间 0 穴 4sS 2x 上 存在 ,而 且 根 
据 解 对 初 值 和 参数 的 可 微 性 , 它 对 也 zw 入 是 连续 可 微 的 . 

由 此 可 见 ,z 二 zzoyv01%) 是 周期 边 值 问题 (5. 1) 十 (5. 2) 
的 解 , 当 且 仅 当 初 值 rm 满足 方程 

Flrorvo hi rR TO DA 一 To = OO, 
Gro por A EEA Ko Vos) — po = 0. 

这 样 一 来 ,只 要 能 够 由 方程 65. 4),; 确定 初 值 #0 二 50C%) 和 和 wo 二 
po(A) ， 然后 分 别 代入 (5 3) ,我 们 就 得 到 和 油分 方程 65. 1) 的 一 个 2r 
周期 解 . 

定理 5 设 am 天 正 整数 . 则 当 是 小 参数 早 分 方程 (5 1) 
有 唯一 的 2 周期 解 - 

证 明 ” 当 二 0 时 ,利用 常数 变易 法 ,我 们 可 求 得 


zf, re 00) 一 tocoseot 十 sinent 十 去 上 osinmc -一 gds. 


因此 ,方程 (5. 4)。 变 成 一 个 关于 m 和 vw 的 线性 联 立方 程 组 


Sin2rrem 
tg 


(5.4) 


Ceas2xouw 一 330 十 vo 二 一 去 Fas)sinoo C2 — g)ds, 


《caosin2ma 》70 一 《Pos2mo 一 1) vo 一 和 ecoeososc2r — gs)ds. 


它 的 系数 行列 式 
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由 一 《cos2raou 一 ])? 十 【sin2roo)2 天 0， (ow 关 整数 ). 
峙 陛 ,方程 (5. 4 有 了 唯一 的 解 mm 一 加， 1 一 pf 亦 即 
Fro no 0) 一 0， 
Gzo, m0) = 0, 
另外 , 易 知 当 二 0 时 , Jacobi 行列 式 


DEF,GY 
Dezor voy 一 4o 天 10- 


因此 ,利用 隐 函 数 定 理 ,由 方程 465. 4) 可 唯 -… 确 定 连续 通 数 
Xo 一 XA) 20 = oi), x [2 1) 
它们 满足 
ToC03 一 To Pol 0 = Po。 
这 样 -- 来 ,我们 就 得 到 微分 方程 (5, 1) 的 一 个 2r 周期 解 
Fo wa rt old) vot dy , A), 
而 县 当 2 一 0 时 它 趟 于 


zf 日 ) = Yocasaot 十 Lineoot 十 工 人 cosnedt 一 sdqs. 
Li Cg J . 


这 就 证 明了 我 们 的 定理 .上 
这 里 须要 指出 , 当 ow 为 还 整数 或 4 不 是 小 参数 时 ,关于 微分 
方程 (5.1) 的 2 周期 解 的 存在 性 问题 就 不 是 如 此 简章 了. 


习 题 9-5 
1. 证 明 微 分 方程 
十 27 二 3ein2nf 十 x? 
当 二 是 小 参数 时 至 少 有 -~ 个 1 周期 解 . 
2. 证 明 微 分 方程 
I 二 27 = Min2at 十 5z3 
当 是 小 参数 时 至 少 有 一 个 1 周期 解 . 
3. 设 微分 方程 组 


树 = Ga， 才 攻 可) 
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其 中 tmD 对 (ts 所 有 + 是 连续 的 , 对 x 满足 局 部 亨氏 条 件 , 而 且 对 [是 了 
周期 的 ， 试 证 明 ， 这 微分 方程 的 租 x = x{) 是 7 周期 的 , 当 旧 但 当 它 满 足 按 
值 条 件 
Xt0) = xtT),. 
*. 设 微分 方程 
I 十 gtr) 一 p(t), 
其 中 pl 是 + 的 连续 的 27 周期 函数 ,g(r) 是 x 的 连 线 可 丝 函 数 , 且 满 足 条 件 
nw 二 0) 

其 中 " 是 某 个 正 整 数 ， 试 证 明 这 微分 方 种 的 2r 周 斯 解 (如果 存在 的 话 ， 是 唯 


第 十 章 首次 积分 


在 第 五 童 的 1 中 ,虽然 没有 明确 给 出 首次 积分 的 定义 ,但 我 
们 已 型 首 次 积分 的 方法 求解 了 几 个 特殊 类 型 的 微分 方程 并 获得 
一 种 直观 的 理解 :求解 一 个 微分 方程 就 是 寻找 它 的 首次 积分 ,a 阶 
的 微分 方程 应 该 有 # 个 独立 的 首次 积分 ;而 且 一 旦 能 找到 其 中 的 
个 ,原来 的 = 阶 微分 方程 就 可 简化 为 一 个 = 一 * 阶 的 方程 ， 本 章 的 
目的 就 是 要 证 明 .上 述 结 果 , 它 们 构成 首次 积分 的 理论 基础 ,也 可 看 
作 及 线性 微分 方程 的 一 般 理 论 在 非 线 性 微分 方程 中 的 推广 . 特别 
要 指出 ,首次 积分 的 一 般 理论 只 在 局 部 区 域内 成 立 . 关于 大 范围 的 
首次 积分 ,我 们 只 在 最 后 一 节 中 作 些 简要 的 介绍 . 


31. 首次 积分 的 定 光 


在 给 出 首次 积分 确切 的 定义 之 前 ,我 们 先 再 求解 几 个 特殊 的 
微分 方程 ,从 中 体会 首次 积分 的 含义 和 作用 . 

【 例 11 求解 微分 方程 组 
让 一 一 3 十 六 一 1)， 

《1.1》 

至 一 一 z 一 go 十 大 一 1 

解 如 果 把 微分 方程 组 51. 1) 中 的 自 变 量 # 换 为 一 i, 则 它 与 
第 八 章 $ 1 中 例 ! 的 方程 组 完全 相同 . 因此 , 具 要 把 那里 的 图 8-] 
中 雪线 的 方向 反 置 ,就 可 得 到 微分 方程 组 (1. 1) 的 相 图 下面 ,我 
” 们 用 寻找 两 个 独立 的 首次 积分 的 方法 ,来 解 这 个 方程 组 . 
由 微分 方程 组 (1. 1》 可 得 
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zy 和 1)， 


亦 即 
dr 十 扫 ) 一 一 2( 福 十 后 十 及 一 1 本 
这 个 微分 方程 关于 变量 上 和 了 十 及 是 可 以 分 离 的 ,因此 不 难 求 得 
它 的 积分 
i i  ， 

其 中 忆 是 积分 常数 . 称 (1 2) 为 微分 方程 组 (1. 1) 的 首次 积分 . 

注意 ,首次 积分 41. 2) 的 左 端 VCz,y, 好 ) 作为 zy 和 的 函数 并 
不 等 于 常数 ;从 上 面 的 推导 可 见 , 当 了 = 一 xz0，z 一 3 是 微分 方 
程 组 41. 1) 的 解 时 ,Ttr,y,D 等 于 常数 局 ,这 里 常数 Ci 应 随 解 而 
异 . 因为 (1. 1) 是 二 阶 方程 组 ,一 个 首次 积分 , 俩 如 (1. 2), 不 足以 
完全 确定 它 的 解 ， 

现在 ,再 利用 方程 (1, 1? 可 得 

dy dr 


《1.2) 


z 直 一 ?让 一 一 全 十 好 )， 
亦 即 
和 arctg 二 一 一 1. 
由 此 即 得 另 一 个 首次 积分 
arctg + t= Co， 《1. 3) 
其 中 C2 是 积分 常数 ， 


利用 首次 积分 (1,2) 各 (1. 3), 可 以 确定 微分 方程 组 (1. 1) 的 
适 解 . 为 此 ,我 们 采用 极 坐 标 * = rcosg, gy = Tsing, 这 样 由 (1,2) 和 
《1. 3) 推 得 


(1 一 去 je*= -日 十 上 一 Ca 


它 绚 合 


He ee 
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1 


™ 一 


日 一 fo 一 此 
1] 一 Cie 

内 此 ,我们 得 到 微分 方程 组 (1. 1) 的 通 解 

= DOSE 一 人 


4 C1.4) 
| 


注意 , 当 人 == 0 时 ,对 于 任意 的 常数 ,5C1.4) 代表 周期 解 


| = cos(Cs CO— 1), 


| y= sin(Cs Oo— OO, 
它们 在 相 于 面 (r,y) 下 的 轨道 是 单位 加 膨 
Ts 二 二 1， 

其 运动 的 方向 为 顺 时 针 . 

当 上 <0 时 , 解 (1.4) 不 是 周期 的 , 它 的 轨道 在 六 的 内 部 ,而 且 
当 一 co 时 盘旋 趋 于 闭 轨 了 ,而 当 1 一 一 co 时 盘旋 趋 于 原点 ， 注 
意 ,原点 口 是 方 程 组 (1. 1) 的 堆 解 在 相 平 世上 的 罗 迹 (对 度 于 口 
一 一 or。 

当 训 人 0 时 , 解 (1.4) 也 不 是 周期 的 , 它 的 轨道 在 二 的 外 部 ,而 
且 当 上 一 十 ce 时 盘旋 赵 于 闭 轨 忆 

因此 , 闭 软 六 为 微分 方程 组 (1. 1) 的 极限 环 ( 见 第 八 章 的 
3 3) , 它 在 相 图 中 占据 特殊 的 地 位 ， 

{ 例 23 求解 微分 方程 组 


a 学 = (Fo— ner, 


jo 1.5) 


dm 
”二 《一 Pu, 
其 中 4> 8 >>y > 0 是 给 定 的 常数 
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解 。 利 表 (1. 5) 的 对 称 竹 推 内 


du | ad , tn 


人 


从 而 得 到 首次 积分 


a Be yw = C1, (1. 6) 
其 中 积分 常数 C 之 0 注意 ,首次 积分 (1.6) 在 相 空间 Giw,w)》 内 
芒 表 一 族 椭 球面 BC ( 当 Ci 一 0 时 相应 枉 球 面 晓 化 成 原点 口 )， 
同样 ,我 们 有 
[rad 学 十 pr 十 yw 呈 一 洛 ， 
从 而 又 得 另 一 首次 积分 
om + Fr i + = Cn ， 《1 7) 
其 中 积分 常数 衬 0 而 首次 积分 61 77 也 代表 一 族 栖 球 面 FtC;) 
( 当 Co = 0 时 相应 椭 球 面 也 弹 化 成 原点 )。 
有 了 首次 积分 (1 6) 和 (1.7) ,我 们 可 以 解 出 & 和 :并 且 代 入 
方程 (1. 5) 的 第 三 式 , 就 有 


发 = TO C1. 8) 
其 中 常数 和， 依赖 于 上 和 “和 而 常数 
所 有 一 一 
4= 敬一 号 > 0， B= sam>1 
因为 微分 方程 (1. 8) 是 变量 分 离 的 ,所 以 我 们 可 得 首次 积分 
| 名 2 一 太一 ce (1. 9) 
wa A dh — Be) 2? 


其 中 Cs 是 积分 常数 . 
因为 方程 (1. 5) 是 二 阶 的 , 所 以 三 个 首次 积分 (1. 6)，《1.7) 
和 和 (1. 9) 在 理论 上 足以 确定 它 的 通 解 
下 一 六 (Ca 
但 是 ,由 于 (1 9} 中 出 现 了 楷 剖 积分 ,因此 不 可 能 具体 写 出 上 述 通 
解 的 表达 式 . 这 样 ,也 就 不 可 能 从 通 解 得 到 有 关 解 的 具体 性 质 . 
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虽然 如 此 ,我 们 可 以 利用 首次 积分 (1,6) 和 (1.7) 的 几何 意义 
来 证 明 微 分 方程 (1. 5) 的 任何 和解 都 是 周期 的 . 


事实 上 , 令 
下 一 六 (下 和 一 机 的 w= XD 1. 10) 
为 微分 方程 i1,5) 满足 初 值 条 件 
IE 一 ti， 0 一 ?0 WD) = 0 ci. 11) 


的 解 . 当 罚 一 + 一 wr 二 0 时, 则 微分 方程 (1. 5) 的 等 角 也 满足 初 
值 条 忻 C1.11), 因此 ,利用 解 的 唯一 性 定理 推出 (1.10) 就 是 方程 
的 等 解 , 它 当 然 可 以 视 作 周期 解 的 特例 . 

当 ao 十 ao 十 to2 尖 0 时 , 解 (. 10) 是 一 个 非 零 解 , 它 同时 满 
足 (1. 6) 和 (1.7) ,其 中 

| C1 一 ern? 十 Buo’ 十 Tao 站 
Cs 一 astos 十 BA?vo’ 十 yo > 人 0. 

因此 , 解 51. 10) 在 相 空 间 内 的 轨 线 是 本 球面 Be 和 FCG) 的 -- 
支 交 线 万. 显然 ,六 是 一 条 闭 国 - 由 方程 (1. 5》 可见, 运动 41. 10) 
在 轨 线 上 的 速度 满足 | 

Vg OT WOT XA G0 ER). 
由 此 可 见 ,运动 (1, 10) 从 初始 点 (uaoya) 出 发 请 六 运动 ,接着 必 
定 在 某 时 刻 上 一 四 > 0 时 叉 回 到 出 发 点 , 亦 却 


PT) = uo, FT) = vo XT = tp- 1. 12) 
另 一 方面 ;由 于 微分 方程 (1. 5) 的 右 端 不 依赖 于 自 变量 t, 我 们 容 
易 证 其 
在 二 甲 芝 十 TH 二 入 夺 十 TT ， 要 二 (十 人 6》 
1. 13) 


也 是 方程 (1. 5) 的 解 . 而 且 击 (1. 12)》 可 见 , 解 (1. 13) 也 满足 初 秆 
条 件 (1.11). 因此 ,利用 解 的 唯一 性 定理 推出 , 解 (1.13) 和 (1. 10) 
是 恒 同 的 , 亦 即 

PE TI) pO, pl To) pO KO 0) = 0). 
这 就 证 明了 (1. 10) 是 一 个 以 T, 为 周期 的 辣 期 解 . 让 
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现在 ,我 们 考虑 一 般 的 #4 阶 微分 方程 


;i ， 
= fi "dy 全 《1.142》 


其 中 右 端 函 数 放 ,… ,fF 在 某 个 区 域 DC 六! 内 对 (zx, ，… ,7 是 
连续 的 ,而 且 对 y.，…,y; 是 连续 可 微 的 ， 
定义 。 设 请 数 广 二 Fz" yn) 在 吕 的 某 一 子 区 域内 连 
续 , 而 且 对 zy,… ,yr 是 连续 可 微 的 及 设 Fz ,yn) 不 是 常 
数 ,但 沿 着 微分 方程 (1. 147 在 区 域 6 内 的 任 一 积分 曲线 
I: 了 一 及 (Jo 一 (rE J) 
函数 了 取 常 值 ; 亦 即 | 
Fr 二) 
或 当 (zihiesa) 七 革 :有 ， 
二 常数， 
这 里 的 常数 随 积分 曲线 而 定 . 则 称 
天 zyggay 一 也 (1.15) 
为 微分 方程 41- 14) 在 区 域 G 内 的 首次 积分 ,其 中 C 是 一 个 任意 常 
数 ， 有 时 也 简称 这 里 的 函数 FE 为 首次 积分 ， 
俩 如, (1. 2) 和 (1. 3) 都 是 微分 方程 (1. 1) 在 某 个 区 域 C; 内 的 
首次 积分 , 注意 ， 这 里 对 区 域 锡 的 限制 ， 是 要 求 首 次 积分 (1 2) 和 
(1， 3) 必须 是 单 全 的 连续 可 短 巩 数 . 因此 ,区 域 @ 不 能 包含 原点 是， 


调 且 它 也 不 能 有 围绕 原点 0 的 环 路 . 
而 (1. 6), (1. 了 he 9》 都 荐 微分 方程 1， 5) 的 首次 积分 
E 附注 3 了 高 阶 微分 方程 
Mo fry 1)), (1.16) 
只 要 令 


#: = Fe Ys = ys yo 1), 
就 可 以 把 它 化 成 一 个 与 其 等 价 的 微分 方程 组 . 因此 ,首次 积分 的 定 
文 可 以 自然 地 移植 到 高 阶 微 分 方程 (1. 16) ,而 其 首次 积分 的 一 般 
形式 可 写成 
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Vrsy, sy ty) 一 人. 
例如 , 设 二 阶 微分 方程 
全 + esinz 一 0， (常数 <>> 0)- 


用 至 乘 方程 的 两 端 , 即 得 
宛 2 十 ozsiny 守 二 0. 
然后 积分 ,我 们 得 到 一 个 首次 积分 


2 
[至 一 qtosr 一 C. 


$ 2， 首次 积分 的 性 质 
为 了 方便 ,我 们 把 微分 方程 (1. 14) 重 写 如 下 


了 2 
2 = fi gr 8, (i = ly sn) £2. 17 


关中 人 人 区 夫 内 对 (zn … 生 ) 是 连续 的 ,而 且 对 
Cn) 是 连续 可 微 的 : | 
“根据 首次 积分 的 定义 ， 为 了 判别 请 数 V(r; 折 ,yn) 是否 是 微 
分 方程 (2. 1) 在 区 域名 内 的 首次 积分 ， 我 们 须 竖 知道 方程 (2. 1) 在 
G1 内 的 所 有 积分 曲线 . 这 在 实际 应 由 上 是 有 困难 的 下 述 定理 避 
倘 了 这 一 瞬 点 ， 为 我 们 提供 了 一 个 有 次 的 判别 法 - 
省 泗 1 设 函 数 (zy 多 ) 在 区 域 9 内 是 类 续 可 微 的 ,而 
且 它 不 是 常数 . 则 | -| 
Px a) = OO : 2.2) 
是 微分 方程 (2. 1) 在 区 域 G. 内 的 首次 积分 的 充 要 条 件 为 。 
医 十 总 抽 十 一 十 着 f 一 0 (2. 3) 
是 关于 变量 (zy "bn) 万 如 1 的 一 个 恒等式 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 : 设 (2. 2 是 微分 方程 (2. 1) 在 区 域 G; 的 
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一 个 首次 积分 . 叉 设 

i: #1 = AT Yr Jr, (FE 
是 微分 方程 (2, 1) 在 区 域 G; 内 的 任 一 积分 曲线 . 则 我 们 在 区 间 了 上 
有 恒等式 


T(r) ) 三 常数. (2,. 4 
然后 ,对 它 求 微分 ,推出 | 
和 十 六 《z》 十 … -十 站 加 'Gz) 三 0， (C2, 5) 
或 在 三 上 有 恒等式 
28 ap 2 
Ei (2. 


由 于 经 过 区 域 驴 内 的 任何 一 点 都 有 微分 方程 (2. 1) 的 一 条 积分 曲 
线 7, 所 以 (2. 6) 也 就 变 成 了 在 区 域 5 内 的 恒等式 , 亦 即 恒等式 
《2. 3) 成 立 . 
再 证 充分 性 : 设 恒等式 (2. 3) 成 立 . 则 由 于 上 述 积 分 曲线 7 在， 
G: 内 ,所 以 我 们 得 到 恒等式 (2. 6). 然后 ,可 由 (2.6) 反 推 到 (2..4)，- 
这 就 证 明了 (2. 2) 是 微分 方程 (2, 1) 在 区 域 @ 内 的 一 个 首次 积分 . 
”这 样 ,我 们 就 完成 了 证 明 .| 
在 1 中 我 们 已 经 用 例子 说 明 首次 积分 的 用 处 . 一 般 而 言 , 利 
用 首次 积分 可 以 消去 茶 些 未 知 函 数 , 从 而 降低 了 微分 方程 的 阶 数 . 
这 对 于 求解 微分 方程 而 言 ,无 疑 是 前 进 了 一 步 . 
定理 2 者 已 知 微 分 方程 (2. 1) 的 一 个 首次 积分 (2. 2), 则 可 
把 微分 方程 (2， D) 降低 一 阶 . 
证 明 ” 调 定 义 容 易 推 出 首次 积分 下 的 仿 导 数 
2 
~ dy ”gs 
不 能 都 恒 等 于 0, 所 以 不 妨 设 六 天 0、 因此 ,可 以 利用 隐 函 数 定 
理 , 由 首次 积分 (2. 2) 解 出 . 
gu = gr Be OO) {2,7) 


te . = - 
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谭 且 它 有 偏 导 数 
人 3/0 
Er ar a 
jy 和 《2.8) 
对 一 ”四 Er C= yO 1). 


然后 把 (2. 7) 代入 微分 方程 (2. 1) 的 前 "一 1 个 式 子 , 就 消去 了 加 ， 
从 而 得 到 一 个 z 一 1 阶 的 微分 方程 


dy; 
2 一 filz rH ge 7 2, 9) 
二 14s 一 1). 假设 它 的 解 为 
¥1 = Ex) 一 CE 《2. 10) 
我 们 要 证 : 涌 数 组 


¥1. = El {CLT)s 
gs—1 = Un—1(2), ‘2 11) 
Yn = TM CE) sO) 
就 是 微分 方程 (2. 1) 的 解 - 
事实 上 ,由 于 (2. 10) 是 方程 (2,9) 的 解 , 所 以 (2.11) 满足 微分 
方程 (2, 1) 的 前 # 一 1 个 等 式 , 因此 ,我 们 具 须 证 明 它 也 满足 微分 
方程 (2. 1) 的 最 后 一 个 等 式 ， 


因为 
从 = 强 十 总 wii(z) 十 六 十 可 on- 人 
二 饪 十 总 fi 十 … 十 Ei 
所 以 再 由 (2. 8) 可 得 


然后 ,再 根据 首次 积分 $B 满足 的 充 要 条 件 
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3 归 j 三 0， 


op 
五 十 … 十 


t+ fs 一 1 十 


_30_ 
Dyn— 1 
我 们 就 得 到 


dy 
Gr = fal sa), 


其 中 高,… ,yn 由 (C2. 11) 给 出 . 
这 就 证 明了 所 需 的 结论 . -1 
设 微 分 方程 组 <2.1) 有 nm 个 首次 积分 
Biz Ws 一 人 (C2. 12) 
Gi 一 1% ,rn)， 如 果 在 某 区 域 内容 们 的 Jacobi 行列 式 


Dt Li :Dr ) 
Dig yn) 


则 称 它们 在 区 域 @ 内 为 互相 独立 的 ， 

定理 3 设 已 知 微 分 方程 (2.1) 在 区 域 G1 内 的 * 个 互相 独立 
的 首次 积分 (2. 12). 则 可 由 它们 得 到 微分 方程 (2. 1) 在 区 域 2, 内 
的 通 解 


和 天虹 (2.13) 


及 一 OCS Ds Ba = parC Ca), 2.14) 
其 中 Cos 为 5 个 任意 常数 (在 允许 的 范围 内 ;而且 上 述 道 解 
表示 了 微分 方程 (2. 1) 在 0, 内 所 有 的 解 . . 

证 明 ”于 为 (2. 13) 成 立 , 所 以 用 隐 函 数 定 理 可 从 (2.12) 解 
出 如 ，… 和; 令 它们 的 表达 式 为 (2.14). 因此 ,只 要 把 (2. 14) 代入 
(2. 12) ,我 们 就 得 到 相应 的 关于 z 的 恒等式 . 然后 ,再 对 * 求 导 , 即 
得 

Es 十 各 pr 十 … 十 3 = 0 Gl nn) (2.15) 
其 中 变 元 Bl] 9 由 《2， 14) 给 出 . 
另 一 方面 ,由 于 首次 积分 的 充 要 和 条件, 等 式 
沦 十 ef 十 … 十 Ea =0, Go=1,n) (2.16) 
当 变 元 六 加 由 (2 14) 式 给 定时 也 成 立 . 因此 , 联 立 (2. 15) 和 
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2. 16) 推出 
aD: 


pr 1 pe 一 四) = 0 GD， 


再 利用 条 件 (2. 13》 ,我 们 得 到 
Pf = fn 
其 中 变 序 纪 ,… ,由 (2,14) 给 出 . 这 就 证 明了 (2. 14) 是 微分 方程 
C2. 1) 的 解 . 
另外 , 易 知 


3 dp 十 二 2: pn 6 

By 0 ye B07 

其 中 | 
5 一 , 

1 {1 一 2), 

由 此 蕉 出 gi,… ,gn 美 于 Ci,…,Ca 的 Jacobi 行列 式 


Dip Pn) _ DCB sy Dn) -1! 
PaO Ox) 上 | 到 0， 


这 就 证 明了 在 (2. 14) 中 的 4 个 任意 常数 己 ,"…,Cs 是 互相 独立 的 ， 
因此 ,(2. 14) 是 微分 方程 (2. 1) 的 通 解 - 
我 们 仍 须 证 朋 通 解 (2, 14) 表示 了 微分 方程 (2, 1) 在 区 域 负 内 
所 有 的 解 . 
为 此 , 取 微 分 方程 (2. 1) 在 区 域内 的 任 一 解 
1 = Yn = nt), C2.17) 
令 初 值 条 件 
兴 nn" 一 StF) rs yn 一 加 (Xp 
其 中 (zo yg se a) EE GL 再 令 
Ci 一 Pilzorg sy) 人 一 yy. 
然后 ,利用 隐 函 数 定理 ,可 从 方程 
- 人 
得 到 微分 方程 (2. 1) 的 一 个 解 
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yi = PF Os OR) ms, eTOCs 

; (2. 18) 
它 满 趾 初 值 条件 
#1" 一 Pr) ga = pn(xo), 
因此 ,(2. 17} 和 (2. 18) 是 微分 方程 (2. 1) 满足 同一 初 慎 条 件 的 两 
个 解 . 这 样 ,根据 解 的 唯一 性 定理 推出 

27) = KTC On) sy car) = pa x Ca On), 
即 解 (2. 17) 可 从 通 解 (3. ] 4 得 到 . 1 

友之 ,作为 定理 3 的 赣 命 是, 我 们 容易 证 明 下 述 结论 ; 设 已 知 
微分 方程 62. 1) 的 通 解 , 则 由 它 可 得 到 > 人 的 

因此 ,在 肩 部 范围 内 求 微分 方程 (2. 1) 的 通 解 等 于 求 它 
互相 独立 的 首次 积分 . 


习 题 10-3 


1. 设 已 知 微分 方程 (2. 1) 的 81 委 上 委 站 个 互相 独立 的 首次 积分 
FICz3r = His (i) C2. 19) 
[这 里 所 谓 * 个 互相 独立 的 合意 是 ， 窍 阵 
Ai 
[到 
的 获 等 于 ,或 不 妨 设 Jacobi 行 烈 式 
DF FE 
区 
不 等 于 们 . 则 利用 这 上 个 互相 独立 的 首次 积分 (2. 19) 可 以 把 微分 方程 (2. 1) 
降低 * 阶 ， 
2. 设 给 定 首次 积分 (2. 19} 如 上 ,又 设 (21,… ,zz) 是 连续 可 微 的 函数 ,而 
且 它 不 是 常数 . 则 
HIF ER a ee Zs) Oo 
是 微分 方程 C2. ]) 的 一 个 首次 积分 . 


3 3， 首次 积分 的 存在 性 
一 般 而 言 , 要 实际 找 出 徽 分 方程 的 首次 积分 是 有 困难 的 . 但 


“本 全 pe Met rp rh er a ar 
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基 , 在 相当 广泛 的 条件 下 ;可 以 证 明 首 次 积分 的 (局 部 ) 存在 性 . 
定理 4 设 Pi 一 (0; 9) EE 如 则 存在 忆 点 的 一 个 邻 
域 G, C8, 使 得 微分 方程 (2, 1) 在 区 域 员 内 有 # 个 互相 独立 的 首次 
和 和 分， 
证 明 ” 任 取 初 值 条 件 
Wr 一 人 (3.1) 
其 中 (zeoc Ca) 在 PP 点 的 某 个 分 域 4* 内 , 则 由 解 对 初 值 的 可 
微 性 定理 推出 ,微分 方程 (2. 1) 满足 初 值 条 件 53. 1) 的 解 
加 一 PAE Cr 32) 
对 (zx,01 Cr) 是 连续 可 微 的 而且 Jacobi 行列 式 
Dip pe) 
DO yr Cr} | 一 x 


v 


闪 此 ,由 C3.2) 可 反 解 出 C.,…- ,Cs ,得 到 

全 (C3.3) 
其 中 画 数 策 (z ,ys) 在 Po 点 的 某 邻 域 G6 内 是 连续 可 微 的 ,而 
且 Jacobi 行列 式 


二 1, 


这 祥 一 来 ,我 们 就 得 到 了 微分 方程 (3. 1) 在 区 域名 内 的 * 个 互相 独 
立 的 首次 积分 (3. 33， 
定理 5 微分 方程 (2Z. 1) 最 多 只 有 = 个 互相 独立 的 首次 积分 . 
证 明 ” 设 微 分 方程 (2.1) 有 za 十 1 全 首次 积分 


Firs 的 = Ci, (t= 1 1 (3, 4) 
则 由 首次 积分 的 充 要 内 人 御 ,在 某 个 区 域 64 内 我 们 有 
” os AF Mi 
Ei i {i 二 115) 


我 们 可 沪 把 人, 二 ;,… fa) 看 成 是 代数 联 立方 程 组 (3. 5) 的 一 个 非 
等 解 ,从 而 43. 5) 的 系数 行列 式 
DO yon Va Vnt1) 
Dex ys" Yn) 
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在 区 域 @e 内 恒 等 于 0. 这 就 是 说 ,任何 * 十 1 个 首次 积分 (3. 人 是 国 
数 相 美的, 亦 凤 它们 不 是 互相 独立 的 . 1] 

我 们 还 可 以 进一步 证 明 下 述 结果 . 

定理 6 设 (2.12) 是 微分 方程 (2. 1) 在 区 域 Ge 内 的 za 个 互 桂 
独立 的 首次 积分 . 则 在 区 域 Be 内 被 分 方程 (2. 1) 的 任何 首次 积分 

Vr ga) = 

可 以 用 (2. 12) 来 表达 , 亦 即 

Perro sg = LB ne Pn gr 

(3.6) 


其 中 ，,…',*] 是 某 个 连续 叫 微 的 蝴 数 . 
证 明 因为 (2.12) 是 互相 独立 的 ,所 以 在 区 域 Ge 内 它们 的 

Jacobi 和 出 式 
了 一 DD) ,~ , Bn) 


DE Wn) 天 
由 此 推出 ,从 函数 组 
Di Bir = | nt) 
可 解 出 反 函 数组 
#i = DD) = 1 A), {3.7) 


然后 , 拒 它 们 代入 Gs 和) 得 到 一 个 医生 全) 
的 函数 辣 ,斯 
hx Dy De = En) (3. 8) 
共 中 函数 广 中 的 变 元 纪 各 由 6 人 3, 7) 给 出 . 
现在 ,我 们 只 短 证 明 上 述 函 教 下 与 * 无 美 . 吉 实 上 ,我 们 有 
六 
Ar ar Oy Ax Dy, ax 


(3.9) 


以 及 
gr 一 1 DDL se Di Dn 
Or 有 相交 ys) 


因此 ;由 (3.9) 可 以 得 到 


3 1 一 Tyr). 
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R11 DU ,Ds Dn) 
ar J D{lrepis"" ry) 
但 是, 由 于 TB ,Bw 是 微分 方程 (2. 1) 的 # 十 1 个 首次 积分 ,所 
以 由 定理 5 推出 它们 甘于 Cx,"… ya) 的 Jacobi 行列 式 醒 等 于 0， 
从 而 


= 0. 


这 就 证 明了 函数 不 依赖 于 变量 x. 因此 ,由 <3.8) 推出 
Ts Ya) = LD, Bn 

HC3. 63 成 立 ， 和 

上 述 的 首次 积分 理论 都 是 在 小 范围 内 ( 即 局 部 ) 成 立 的 ,而 在 
大 范围 内 ,… 般 而 音 相 再 成 立 . 例如 ,在 1 中 的 例 1 虽 有 .个 瑟 
相 独 立 的 首次 积分 (1. 2) 和 ft1.3), 舍 它们 志 只 是 局 部 的 , 这 是 因 
为 对 于 (1. 32? 而 言 , 它 的 堪 端 吨 数 在 原点 如 没有 定义 ;而 对 于 (3 3) 
而 言 , 它 的 左 端 函数 不 是 单 值 的 ( 当 点 Cz,) 绕 原点 道 时 针 转 一 - 轩 
后 函数 的 值 增加 2m"), 而且 在 原点 局 也 没有 定义 . 

注意 ,在 $1 中 的 例 2 有 大 范围 的 首次 积分 (1.6) 和 (1.7). 


唱 | 有 


"3 4. ”大 范围 的 首次 积分 
为 了 简明 起 见 ,我 们 考虑 一 阶 的 微分 方程 组 


+ 如 
堂 一 zz， i) (C4. 1) 


zr 
此 中 国 数 了 和 7 在 他 ,5 罕 间 的 区 域 吕 内 是 充分 光 清 的 ,现在 找 
们 提出 下 述 间 题 (4)， 


时 次 积分 
Pir) = 1,2), (C4. 2) 
我 们 要 指出 , 迹 赤 ryy* 在 方程 (4.1) 中 的 地 位 是 不 “对 称 
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的 , 即 z 是 自 变 量 ,而 y 和 z 是 未 知 函 数 .但 是 ,我 们 也 可 以 把 (4. 1) 
化 成 如 下 “对称 的 ” 形式 


让 
Blryre) . 


(ry) Cd. 3) 


这 理 >,yz 都 是 未 知 戎 数 , 从 (4, 3) 消去 现 , 邑 可 得 到 方程 组 (4. 1)， 
并 是 有 

一 F/E, yg = 0/E. 
注意 ,微分 方程 组 (4.3) 的 右 端 上 ,了 ,6 不 依赖 于 自 变 量 i, 即 它 是 驻 
定 的 (或 自治 的 ) 系统 ， 

我 们 已 经 知 道 ,(4. 2 在 如 大 分 别 民 表 方程 (4. 1) 的 二 个 互相 
独立 的 积分 曲面 族 S501) 和 TCCs) ,而 且 它 们 的 交 线 TCO cs) 就 是 
微分 方程 组 (4. 1) 在 吕 内 的 积分 曲线 族 , 其 中 C 和 心 是 一 个 参数 
任意 常数 )， 


显然 , C4,2) 也 是 微分 方程 组 (4 3) 的 驻 定 的 首次 积分 . 因此 ， 
对 于 微分 方程 组 (4. 3) 的 任何 运 吉 5( 解 ? | 
站 一 (村. 下 


它们 必定 潢 足 等 式 (4.2), 其 中 Cl 和 C2 是 与 运动 {4.4) 有 关 的 党 
数 ， 这 出 就 是 说 ,微分 方程 组 (4.3) 的 返 动 办 线 怡 好 是 微分 方程 组 
《4 的 基 条 积分 曲线 六 ,只 是 轨 线 的 运动 方向 须要 根据 (4. 3) 确 
证 . 芭 之 .微分 方程 组 (4.13 的 积分 曲线 也 几 定 是 微分 方 称 组 (4. 
3) 的 运动 轴线 (从 是 当 F(zcy12) 二 0 时 须要 作 必 要 的 补充 解 笠 ， 
上 革 说 法 雷同 王 在 第 一 帝 中 关于 对 你 形式 的 浅 分 方程 的 说 明 》. 

这 样 一 来 ,我 们 将 -- 般 地 讨论 说 消 系 统 (4.37, 革 中 消 数 请, 让， 
6 在 名 内 是 充分 苑 谢 的 ,而 全 它们 上 际 了 在 个 如 点 上 以 妇 不 静 同 时 等 
二 淮 . 注 意 , 设 在 点 PG* ,gy 2") 上 上 ,它们 同时 等 于 罕 . 即 

Eta ey a = Fr Grr := 0, 


350 第 十 章 首次 积分 


由 {4.33 有 一 个 静止 的 运动 ( 解 ) 
长 
它 的 轨 线 晓 化 或 一 个 静止 点 P*， 
现在 ,我 们 把 上 商 的 问题 CPP) 改 提 成 如 下 的 问题 ( 序 ) ， 
寻找 驻 定 系统 (4. 3) 在 大 范围 区 域 中 内 的 二 个 互相 独立 的 
《和 驻 定 的 ) 首次 积分 (4. 2). 
以 下 就 来 分 析 这 个 问题 , 假设 驻 定 系统 (4.3) 在 只 内 有 二 个 
互相 独立 的 形 如 C4,2) 的 首次 积分 . 则 由 首次 积分 的 充 要 条 件 , 我 
们 在 马 内 有 恒等式 


;| 9D 
ox B+ Ei az ¢=0, 
agp 35 35 (4. 9) 
| 2 a 
xe 可 十 ee 0 
令 Jacobi 行列 式 
四 _ DBD) Gu:@) 
Deysz) ” Dzsry ”” Dersy)y ” 
册 圈 立 毛 程 组 64 5) 草 合 
LL_ MM_N 
EE FG 
今 它们 的 公 上 比 为 x, 即 得 
L=u8, M=uF, N= 0. (C4. 8) 


因为 上 面 的 首次 积分 及 和 本 是 互相 独立 的 ,所 以 丰台 内 5 个 基点 
除外 ) 矩阵 


EE 
dr dy = | 
a6: a a | 
| dr dy =| 


的 秩 等 于 2, 亦 即 
MN: > 0 
”然后 ,利用 (4. 6) 推出 


“号 4 大 范围 的 首次 积分 351 


二 这， 
我 们 在 只 内 不 妨 设 
中 一 rz) > D9， 《个 别 点 除外 》， (4.7) 
另 -方面 ,根据 上 ,M,N 的 定义 ,容易 验证 恒等式 
关 问 + 各 
在 所 内 成 立 (这 里 要 求 田 和 村 是 二 次 连续 可 徽 的 ) 
因此 ,再 由 (4.6) 我 们 在 旦 内 得 到 恒等式 


a 日 ， ， 可 一 
元 (CAB) 十 Er 二 ?二 0， (4. 8) 


其 中 函数 2 满足 条 件 (4, 7)， 
当 4 是 常数 时 ,恒等式 (4.8) 变 成 


即 系统 (4. 3) 的 发 散 量 等 于 零 , 亦 即 它 是 一 个 保守 系统 . 

当 “ 不 是 常数 时 , 称 上 述 函 数 上 zy,ayz) 为 微分 方程 组 (4. 3) 在 
9 内 的 -个 拟 积 分 因子 . 

引 理 。 没 wzyy,z) > 0 是 微分 方程 组 (4. 37 在 台 内 的 -个 指 
积分 因子 , 则 (4, 3) 等 价 于 下 述 保 守 系 统 


宅 一 pg， 型 一 pl， 和 一 pG， (C4. 9 
(个 别 点 除外 ). 
证 明 ”用 拟 积 分 因子 z 有 莱 方程 (4. 3), 并 且 令 
和 于， 
RT = 一 ~ 
Fr 


即 得 微分 方程 (4. 9). 显然 ,微分 方程 (4. 3) 和 (4.9) 在 名 内 有 相同 
的 轨 线 (个 别 点 除外 ), 即 它们 是 等 价 的 . 另外 ,由 (4. 3) 可 见 ,系统 
(4,3) 是 保守 的 .| 

总 结 上 面 的 分 析 ,我 们 得 到 下 面 的 结果 . 
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定理 ? 车 微 分 方程 组 C4. 3) 在 大 范围 号 内 有 二 个 互相 独立 
的 驻 定 的 首次 积分 , 则 它 在 只 内 是 一 个 梨 守 系统 或 等 价 于 一 个 保 
守 系 统 . 1 

反之 ,对 于 一 个 保守 系统 (或 一 个 与 保守 系统 等 价 的 系统 ) 在 
何 种 菜 件 下 一 定 存在 二 个 互相 独立 的 大 范围 的 驻 定 的 首次 积分 
呢 ? 这 在 物理 .力学 中 是 受 人 关注 的 一 个 问题 ,可 异 直 到 现在 尚 无 
完整 的 解答 . 

在 结束 本 章 之 前 ,让 我 们 对 以 上 的 分 析 作 一 扼要 的 力 学 解释 . 
假想 微分 方程 组 (4. 3) 在 区 域 8 内 代表 一 流体 的 运动 方程 . 那么 
这 流体 在 点 (zx,y,z) 的 流速 等 于 

DEY 3) = BOA) Fry 2), GOT YZ)), 
而 其 流 线 就 是 微分 方程 组 (4. 3) 在 妨 内 的 轴线 , 设 4 是 系统 (4. 3) 
的 一 个 静止 点 或 闭 轨 等 ,而 是 周围 的 所 有 流 线 都 奔 向 (或 离开 》 
它 , 则 称 4 是 系统 54. 3) 的 一 个 完全 的 渊 (或 源 )， 容 易 证 明 , 如 果 
系统 (4. 3) 有 完全 的 渊 或 漂 , 那 么 它 不 可 能 等 价 于 任何 保守 系统 ， 
从 而 也 不 可 能 有 二 个 互相 独立 的 大 范围 的 驻 定 的 首次 积分 ， 


| 题 104 
1. 对 一 般 的 自治 系统 
= Ta) Ch) 

(4 之 2) 建立 类 似 于 定理 7 的 理论 + 和 并且 当 * 一 2 时 说 明 上 述 分 析 就 是 在 第 二 
章 中 大 范围 的 恰当 方程 或 积分 困 子 的 理论 ， 

2. 证 明 1 的 例 1 没 有 大 范围 的 首次 积分 : 呈 [x,#) 一 C. 

3. 验 证 $1 的 例 2 满足 定理 7 的 条 忻 和 结论 . 

t, 根据 首次 积分 的 定义 直接 证 上 明 :， 如 果 一 个 自 洛 系统 有 完全 的 源 或 渊 ， 
邦和 友 它 不 可 能 有 太 范 围 的 首次 积分 . 
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其 第 二 童 和 第 十 章 我 们 知道 ,寻找 积分 因子 和 首次 积分 的 问 
题 等 价 于 求解 一 阶 线性 偏 微 分 方程 的 问题 ， 本 章 将 进一步 证 明 ， 
一 类 更 广泛 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 可 以 通过 相应 的 特征 方程 
‘ 常 微分 方程 组 ) 的 首次 积分 得 解 ， 这 里 顺便 指出 ,与 目 述 积分 因 
子 和 首次 积分 有 关 的 偏 徽 分 方程 问题 仍 须 回 到 常 微分 方程 范围 内 
得 到 解决 ?事实 上 ,一 阶 偏 微 分 方程 的 各 种 解法 都 离 不 微分 方 
程 的 首次 积分 (参考 [3 有). 


$1， 一 阶 齐 次 线性 偏 微 分 方程 
我 们 讨论 下 面 的 一 阶 偏 微 分 方程 


Da xD) 玫 一 0， 《1. 11 


其 中 二 vis ,aa 是 未 知 通 数 吕 之 2). 假定 系数 函数 生 ,….4 
对 (zzm) ED 是 连续 可 微 的 ,而 且 它 们 不 同时 为 零 , 妈 在 区 域 
五 上 有 

>) | Ai | > 0. 

i=1} 


注意 , 怕 微 分 方程 (1. 1) 是 线性 齐 次 的 . 
对 应 于 偏 微分 方程 1. 1) ,我 们 考 嵌 一 个 对 称 形式 的 沉 微 分 方 
程 组 


de 
4A: (Cri “rR) dry srr) 


它 叫 作 偏 微分 方程 《1. 1) 的 特征 方程 , 注意 ， 特征 方程 (1. 2) 是 一 


{£1.21 
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个 (x 一 17 阶 的 常 微分 方程 ,所 以 它 有 4 一 1 个 独立 的 首次 积分 
pit Tn) = Oi, (1,3) 
避 一 1 一 1). 我 们 的 目的 是 : 通过 求解 特征 方程 (1. 2) 的 首 
次 积分 , 求 得 但 微分 方程 (1. 1) 的 通 解 . 
定理 1 设 已 经 得 到 特征 方程 (1. 2) 的 * 一 1 个 独立 的 首次 积 
分 为 (1. 3)， 风 一 阶 偏 微分 方程 (1. 1) 的 通 解 为 
x = Bp CR pe Ee Ln) , C1. 4) 
其 中 2[-,…,-] 是 一 个 任意 的 (x 一 1) 元 的 连续 可 微 函 数 . 
证 明 设 
Pr ga) 0 C1.5) 
是 方程 (1. 2) 的 一 个 (局 部 的 ) 首次 积分 . 
因为 函数 4，… ,4 不 同时 为 零 ,所 以 在 局 部 名 域内 不 妨 设 
小 健 ,，… rs) 关 0. 这样 特征 方程 (1 2) 等 价 于 下 面 标准 形式 的 微 
分 方程 组 


dT! A (Tp Tn) 


drn An {xis si Tn) ” 


<1. 6 
Cr 一 As— 1 CXL se Te 
xn An CTi sr sn) 
因此 , (1. 5} Tn 6) 的 一 从 而 我 们 有 恒等式 
En 于 十 Di As 器 = 
亦 即 恒等式 
Da "Xn) ) 下 一 -由 {1.7) 


这 就 证 明 ,( 非 常数 ) 画 数 oo zs) 为 方程 (1, 2) 的 一 个 首次 积 
分 的 充 要 条 件 为 恒等式 (1. 7) 成 立 , 换言之 ,pfx1;*… ;zx) 为 方程 
(1.2) 的 一 个 首次 积分 的 充 要 条 件 是 # = p(x;，… ,5) 为 偏 微分 方 
程 (1. 1) 的 一 个 (非常 数 ) 解 . | | 
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因为 (1. 3) 是 微分 方程 (1.2) 的 一 1 个 独立 的 首次 积分 ， 所 
以 根据 首次 积分 的 理论 得 知 , 对 于 任意 连续 可 微 的 (非常 数 ) 一 1 
元 函数 号 -，…，， 

Pp rs aX | = 
就 是 方程 (1. 2) 的 一 个 首次 积分 , 因此 ,相应 的 函数 (1. 4) 是 个 徽 
分 方程 1.1) 的 解 . 

反之 , 设 : = zz sm) 是 篇 维 分 方程 (1. 1) 的 一 个 非常 数 
解 , 刚 xc yza)y 二 C 是 特征 方程 ci. 2) 的 一 个 首 识 积分 . 因此 ， 
根据 首次 积分 的 理论 得 知 , 存 在 连续 可 微 的 函数 咎 [wm- 让 ， 
使 得 恒等式 

uri Fay = Bo Lp Cr yn) Pe 1 CR ye En ) | 
成 立 , 即 篇 微分 上 方程 (i. 1) 的 任何 非常 数 解 可 表 成 (1. 4) 的 形式 . 
另外 ,如 果 充 许 取 至 为 常数 , 则 51. 4 显 热 包括 了 偏 微分 方程 
(1. 1) 的 常数 解 ， . 

因此 ,公式 (1. 4) 表达 了 偏 微 分 方程 (1. 1) 的 所 有 的 解 , 亦 即 
它 是 通 解 . 和 

£ 附 注 1】 因为 首次 积分 的 理论 是 局 部 的 ,所 以 偏 微分 方 
程 (1. 1) 的 遂 解 表达 式 (1, 4) 在 理论 上 也 只 是 局 部 的 ， 另外, 我们 
顺 恒 指 出 以 下 事实 : 一 个 ” 阶 的 常 微分 方程 的 通 解 须 要 用 * 个 尾 
意 常 数 来 措 述 ,而 一 个 一 阶 的 情 徽 分 方程 的 通 解 则 须要 用 一 个 任 
意 可 微 的 通 教 来 表达 - 由 此 不 难 想 到 ,一 个 * 阶 的 偏 微 分 方程 的 通 
解 可 以 用 个 可 微 的 尾 意 函数 来 描述 . 但 要 在 理论 上 证 明 这 个 想 
法 已 超出 了 本 教程 的 范围 . 

E 例 1〗 求解 偏 微 分 方程 


C 十 作 甘 一 经 一 护 革 一 中 (1. 8) 
这 里 设 军 十 只 人 0. 
解 先 写 出 偏 微分 方程 (1.8) 的 特征 方程 
dr dy 


zy¥ zy 
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亡 基 - 阶 的 常 微分 方程 . 容易 求 得 它 的 一 个 首次 积分 


SFTP 
村 此 ,方程 11.8) 的 通 解 为 
:一 ri 于 了 es], 
这 里 pC(*) 是 一 个 任意 的 连续 可 微 欧 数 . | 
【全 2 求解 初 慎 问 题 
| + + 
| 当 z 二 1 时 
这 里 读 x 守 0,y 计 8 和 zz 0 
解 。” 先 写 出 相应 的 特征 方程 


dz ty 妈 忆 


(#5 VY 
它 是 一 个 二 阶 的 常 微分 方程 . 容易 求 得 二 个 独立 的 首次 积分 
wz 一 wy 一 之 Ya ~ n= 0,. 
困 此 .上 述 偏 微分 方程 的 通 解 为 
了 -wwv 王 -yy， 2 vy lnz), C1. 9) 
共 中 pC*，*) 是 一 个 任意 的 连续 可 微 函数 . 
然后 ,利用 上 述 初 值 条 件 ,我 们 得 到 
pV VY 2) = zy 《1. 30) 
申 比 可 以 确定 函数 gC，*)， 事实 上 , 令 | 
ESE= Yr Wy, 2YYy 一 9 


则 有 


1 
xz 一 (十 去 0)”， ¥ 去 可 他 


因此 ,由 忆 .10) 我 们 推出 遂 数 
(6 一 可 天 全 十 到 及 


Ci 
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再 利用 民 . 9) ,我 们 就 得 到 上 述 边 值 问 题 的 解 为 


了 一 村 (2 ww 一 nz vy)+ 豆 (2 Vy -ny,l 


习 题 11-1 


1. wl 
(0 aa 全 于 十 加 下 十 池 .十 aa 训 一 0， Ck > 2). 


(2) 0 D. 


(3) oP 二 中) 要 十 bE 十 震 十 ee 他 一 0 
2. 求解 下 列 初 值 问 题 ， 
a 2 BR 
CD) 1 亚 十 wy Eh 二 三 0 
当时 


宪 健一 )， 
(2) { 一 的 天 了 
当 z 一 工时 ，# 尝 和 人 


§ 2， 一 阶 氢 线性 偏 微 分 方程 
”现在 考虑 下 面 的 一 阶 偏 微 分 方程 


反 Nn 
Aka nt) Bh = Bhsis re sas), 《2. 1) 


i= 1 

其 中 函数 必 ，… ;加 和 关于 变 元 (zi,… ,rr,w) EG 是 连续 可 征 的 ， 
这 个 方程 (2. 1) 有 一 个 特点 , 即 甘于 未 知 函 数 的 偏 导数 是 线 竹 的 
(而 不 管 未 知 函 数 本 身 如 何 出 现 ). 称 它 为 氢 线 性 偏 微分 方程 . 为 了 
便于 读者 进行 比较 ,我 们 也 写 出 一 般 形 式 的 一 阶 线性 偏 微 分 方 稳 
如 下 


en a 本 一 ofKzi szs) 十 Br sn) (2. 2) 


显然 ， 入 性 信 村 分 方程 1) 比 线性 偏 微 分 方程 更 广泛 . 另外 ， 


pr et ne 
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当 可 和 瑟 同 时 恒 等 竹 零 时 ,线性 偏 微分 方程 (2 2) 变 成 上 节 讨 论 
过 的 那 种 齐 次 贪 徽 分 方程 了 . 

为 简明 起 见 ,我 们 在 这 里 只 讨 论 一 2 的 情形 . 这 时 可 把 偏 
微分 方程 (2. 1) 写成 如 下 的 形式 


Xsgrz) 学 十 Fr 一 Za (2. 3) 
其 中 函数 六, 了 ,ZZ 对 (x,y,2) EGG 都 是 连续 可 微 的 ,而 且 设 互 和 7 
不 同时 等 于 零 . | 


设 = 一 zz) 是 偏 微分 方程 (2. 3) 的 解 . 我 们 可 以 把 它 富 成 
如 下 的 隐 效 数 形式 . 
Vixsyz) = 0D. (2. 4) 


则 由 隐 画 数 的 偏 导数 的 公式 ,我 们 有 
EE a /ar 
3 于 / 袜 


再 把 它们 代入 方程 (2. 3) ,就 推 得 
人 2 十 Ylr yg) 

上 述 推理 表明 ,如 果 (2. 和 是 所 线性 偏 微分 方程 (2. 3) 的 隐 式 
解 , 则 中 数 了 二 Vtz,y,a) 就 是 齐 次 线性 篇 微分 方程 (2. 5 的 ( 显 
式 ) 解 . 

注意 (2.5) 可 以 从 (2. 3) 直接 写 出 ,并且 在 上 节 刚 刚 介绍 了 它 
的 求解 法 . 因此 ,我 们 关心 前 是 与 上 述 推 理 过 程 相反 的 问题 : 姐 何 
从 齐 次 线性 偏 微分 方程 (2. 5) 的 解 得 出 拟 线性 偏 微分 方程 (2. 3) 
的 解 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 ， 

定理 2 假设 -和 阶 齐 次 线性 偏方 程 62. 5) 的 通 解 为 

Vo Bulr, yz2), pz Ys2)], 


十 Zey2) = 0. 2.65) 


其 中 
Hr) = Ol Fy) = 


是 相应 特征 方程 
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da 
Rr) 六 (zsgyz) Fiz) 


的 二 个 独立 的 首次 积分 ;而 时 ,，'] 是 一 个 任意 连续 可 微 的 函数 . 
则 偏 微分 方程 (2. 3) 的 ( 孙 式 ) 通 解 为 
Butr, ya), pr, 2 1 = 0. {2.7) 
证 明 ”这 里 须 训 证 明 以 下 两 件 事 : 
(1) 由 降 函 数 关系 (2.7) 所 确定 的 = = zzy3) 是 偏 微分 方 
程 (2. 3) 的 解 ,只 要 他 关 0 
C2) 任 给 偏 微分 方程 (2. 3) 的 一 个 解 = fa 的 ， 它 都 可 以 
表示 为 (2, 7) 的 形式 , 即 存 在 某 个 函数 BE*,*], 使 得 
Dof atr yy FE perygy Fry)}| = 0, 


(2. 6) 


亦 即 

GR YD) = ulzs yf ry)) 
和 

Hr yD) 一 parr f try)) 
是 函数 相关 的 ， | 


首先 证 明 《13》: 因为 下 一 Bus, ys, 2), vz sz) ] 是 方程 (2， 5) 
的 解 , 即 

38D ,28 ,30 

TT? 


0D 《2. 8) 


“ Be 
是 美 于 r,g*z 的 恒等式 ,又 因 为 由 C2.7) 丹 定 的 隐 函 数 z 二 z(x,y) 
满足 


所 以 由 恒等式 (2. 8) 推出 


Xgl ) 是 十 了 (rigrzkzi) 区 = ZC ga 9)), 


亦 即 z = ztz,#) 是 偏 微分 方程 (2. 3) 的 一 个 解 ， 
其 次 证 明 (2); 因为 z = f(z,y) 是 偏 微分 方程 (2. 3) 的 解 ,而 


opp i EES Te i Tree -ETii 本 Port 一 一 on- -= nn rarcr 
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{2.9) 


£2. 107 


旦 我 们 有 
36_ aa 和 
太 
双 | _% 二 
一下 十 可 总 Er z Oy” 
所 以 当 2 一 f(x,y) 于 有 
20 和 A 为 3f fe 
Xt Xt ti/ 训 
du A du 
亦 即 
和 和 .00 
XT 了 0， 
向 理 
3 ya 
iY 六 三 0 
于 半 和 5 不 能 同时 为 零 ,所 以 联 并 方程 (2.9)-(2.10) 的 系数 行 
列 式 , 即 Jacobi 行列 式 
DCB) 0 
Dry) 


它 芍 售 二 述 GCz,9) 各 (zsy) 是 函数 相关 的 ， 
定理 2 得 证 . | 
【 例 3 和 求解 初 值 问题 
YY 了 于 一 2， 
| 当 #z = 1 时, z = sin2y. 
解 。” 先 解 相应 的 特征 方程 
Er dy 了 2 
Vi Vy 7 
它 有 二 个 独立 的 首次 积分 
Ye vy =0 2v9— nlz|= C2. 


C2.1]) 
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因此 ,利用 上 述 定 理 2, 得 到 偏 微分 方程 (2. 11) 的 通 解 
Dvr — vy.2vy — nlal)= 0, (2. 12) 
其 中 人 [8, 赴 是 任意 的 连续 可 被 函数 ,县 设 多 天 0 则 由 {2.12) 可 
解 出 
2 vv 一 Iniz| 一 of — wy). 
因此 ,得 到 所 求 的 遂 解 为 
z 一 十 exkpf2 vy 一 gw 一 YY 让 
或 
z= [expt2 wy pz — Vy), 《2. 13) 
其 中 pt*) 基 一 个 任意 连续 可 微 的 函数 . 
然后 ,由 (2. 13) 和 初 值 条 件 ,我们 推出 
[expl2 wy ol] 一 wz) 一 sin2y， 


亦 即 
PI VF) = [ep 一 2 Vy )Jsin2y. 
令 上 一 1 一 Vg: 则 ?= 人 l 一 已 : 因此 ,我 们 得 到 
pt) 一 es sin[2€1 一 站 2 
再 利用 (2. 13)， 我 们 得 到 所 求 初 值 问题 的 解 为 
z= [exp2( vz 一 1)]sinF20 一 wz 二 vv， 
【 例 4 ”求解 偏 微分 方程 


31 过 十 十 和 区 一 了 (2. 142 


其 中 是 正 整数 . 
和 解 在 数学 分 析 中 .我们 已 经 知道 , 妆 ? 是 zy 的 上 深 齐 
次 函数 时 , ? 满足 惕 微分 方程 (2. 14). 现在 我 们 可 以 证 明 , 上 述 逆 
命题 也 成 立 . 
先 写 出 偏 微 分 方程 (2,14) 的 特征 方程 
和 


2 ma Ky * 


i 
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它 是 阶 的 常 微分 方程 ， 易 知 , 它 有 = 个 独立 的 首次 积分 


证 1 wn— 1 多 
or -= 一 一 - 一 六 一 兰 - 一 
zn 1 » I 如 一 二 《区 注 


一 Cn 


因此 , 偏 微分 方程 伺 . 14) 的 通 解 为 


g| 一 ， sor, 1, | = 0, 


由 此 可 确定 所 求 的 通 解 为 
二 Cp 学 ， rp =| 和 


| 它 关 于 Tl TR 显然 是 至 次 齐 次 的 ， 
因此 ,我 们 推出 ,可 微 函 数 9 二 Mar,m) 关于 x1， 
次 齐 次 的 , 当 且 仅 当 它 是 偏 微分 方程 (2. 14) 的 解 ，1 


习 题 112 
1. 求 下 列 杭 微分 方程 的 通 解 ; 
hr re i 
C1) 2 


C2) Crp? 一 Zr) 至 十 【284 一 ry) 这 一 3zfz3 一 Fe). 


2. 求解 : 
ME Vr 茵 + Vr 
当 # 一 J] 时 一 | 
3. 斌 讨论 一 般 的 氢 线 性 偏 袖 分 方程 (2, 1) 的 解法 . 


83， 几何 解 基 
设 一 阶 氢 线 性 偏 微分 方程 
Krys2) 到 十 了 (zy 这 = Z(z,y,2), 
其 中 关于 函数 下 ,7 了 ,z 的 假设 辐 上 节 . 它 的 特征 方程 为 


[| ;zn 是 下 


《3. 1) 
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如 dy 民宅 
RET 2) Yixsya) Zr 2 


本 节 的 目的 是 要 对 偏 微分 方程 (3. 1) 的 解 和 由 它 的 特征 方程 规定 
的 积分 曲线 之 间 的 关系 作出 几何 说 明 ， 从 而 提出 有 关 仿 微分 方程 
《3. 1) 的 一 般 初 值 问题 的 解法 一 一 特征 线 法 . 

在 特征 方程 (3. 2) 的 定义 区 域 G 内 的 每 一 点 Plz,y,2z》 可 作 一 
向 量 


£3, 2) 


up 一 XC,y,2), Ylr, ya), Zz,952)]. 


这 样 我 们 在 区 域 8 内 就 得 到 一 个 向 量 场 . 显然 ,特征 方程 (3, 2) 经 
这 P 点 的 积分 曲线 芽 在 PP 点 以 s5 为 一 切 向 量 . 

今后 我 们 称 上 述 向 量 > 为 特征 向 量 ; 称 特征 方程 (3. 2) 的 积 
分 曲 然 了 为 特征 曲线 ;而 称 偏 微 分 方程 (3. 1) 的 解 :一 zx(z, 妇 所 规 
定 的 曲面 3 为 积分 曲面 . 

设 在 积分 曲面 8 上 和 任 取 一 点 了, 则 曲面 5 在 P 点 的 法 向 量 为 
由 方程 (3. 1) 可 抑 , 向量 志 和 
的 数量 积 等 于 零 ,所 以 它们 是 互 
相 垂 直 的 ， 这 就 说 明 . 在 P 点 的 
特征 向 量 * 只 可 能 与 积分 曲面 5 
_ 在 P 点 相声 , 亦 凤 特征 曲线 厂 与 
积分 曲面 3 在 交点 已 只 可 能 是 相 
切 , 不 可 能 是 横 截 (不 相 切 )， 

现在 我 们 将 进 -- 步 说 明 积 分 
曲面 5 实际 上 是 由 特征 曲线 构成 
的 , 这 话 的 含意 如 下 (参见 图 图 ii 
11-1); 

(1) 通过 5 土 任何 一 点 P(xo0,go;z0) 和 恰 有 一 条 特征 曲线 ,而 
有 C5; 


Rp 一 


-1). 
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(2) 由 特征 曲线 生成 的 光滑 曲面 5: :二 了 Cx,9) 是 伪 微 分 方程 
《3, 1) 的 一 个 积分 胆 面 . 

上 述 性 质 忆 ) 的 第 … 人 句 活 只 是 常 微分 方程 (3. 2) 的 解 的 存在 
性 和 瞧 一 性 的 直接 推论 . 现 证 第 二 名 话 , 即 通过 积分 曲面 3 上 各 点 
P 的 特征 曲 北 五 完全 落 在 积分 山 面 8 上 ， 

事实 上 ,特征 方程 (3. 2) 有 二 个 独立 的 首次 积分 

入 Ca 

它们 共同 确定 了 特征 曲线 族 . 因此 ,特征 曲线 TT 满足 


Pr yz) = Cr Pry) = CC", (3. 31 
其 中 常数 
人 一 Plz “io 0 3 [RA 一 PX 2 4 【3 47 
另 方面 , 恨 据 上 节 定 理 2, 积 分 曲 记 可 以 表示 为 如 下 的 形式 
| (za)， pz) | 二 0， C3.5) 


这 盘 访 ,是 某 个 连续 可 微 的 果 数 ， 因 此 ,由 于 Pu E 58, 我 们 有 
局 gm 人 Phos gor zo) | 0, 
所 以 由 (3. 4) 得 到 
deos cnl = 0. 
然后 ,由 C3. 3) 推出 ,在 特征 曲线 上 我 们 有 
hl gesye2). #0 85) | 二 0. 

这 就 证 明太 二 ， 

然后 得 证 明 性 质 [2)， 

我 们 知道 ,一 个 光滑 有 昌 面 2 二 了 G9) 在 点 Ptzsbsz) 的 法 
本 最 为 
一 | 芋 . 这 
gy 
折 汪 这 曲 而 是 由 特征 曲线 生成 欧 , 帮 在 P 点 的 法 向 量 吉 详 与 特 


Hp 


33. 几何 解 释 365 


A ) = 十 F (Toy 一 Ztr, ,下 5 ~ 0, 


其 中 z= f(z,y). 这 这 证明 了 是 一 个 积分 曲面 
有 了 上 面 的 几何 性 质 (i) 和 (2) ,我 们 就 可 以 进 -- 步 所 几何 上 
理解 偏 微分 方程 (3. 13 的 下 述 初 值 问题 : 
给 定 一 条 光滑 曲线 
ls =o ¥= fo, 2 一 Ma toE DD, 
其 中 = 为 曲线 的 参数 坐标 ， 试 求 偏 微分 方程 (3, 1) 的 一 个 积分 曲 
面 $, 使 得 它 通过 初始 曲线 4. 
外 此 可 见 , 如 果 由 初始 曲线 4 串 连 起 来 的 那些 特征 曲线 组 不 
人 5:z 一 zy) 那么 它 就 是 所 求 的 ( 唯 --)》 积分 井 
.这样 一 来 ,我 们 上 1 须 寻 找 那 些 通过 初始 曲线 4 的 特征 曲线 ( 允 
网 11-1). 
在 4 上 任 取 一 点 型 (er)，p8Cc) pL0)), 则 通过 上 履 点 的 特征 出 
线 为 


Tw: (lr) Cl, BI 2 一 C;, (3.6) 
其 中 常数 . 
Pi = pute}, Boys po), Cs = plalo), Bo). ylo)). 
《3. 7) 


然后 ， 由 《3. 7) 消去 参数 0, 我 们 得 到 5 与 瑟 之 间 的 美 系 式 
Fa 《全 C2) = 0, . 

它 表 未 那些 与 初始 曲线 4 相交 的 特征 曲线 所 满足 的 关系 式 ， 因 
此 ;由 (3.6) 可 见 , 美 系 式 . 
rs yz), eR ‘=0 
确定 了 所 求 的 积分 曲面 5: z = f(z.y)， 

【附注 】 ”如 扫 与 初始 曲线 .相交 的 每 一 条 特征 曲线 工 . 都 
不 与 4 相 切 { 即 rw 与 4 在 对 点 是 横 截 相交 的 ) ,那么 这 些 等 征 雌 线 
显然 组 成 一个 光滑 的 曲面 S$; 而 且 如 果 这 曲面 8 可 以 表达 成 z = 
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ftz 的 的 形式 ,那么 3 就 是 所 求 的 积分 时 面 . 但 是 ， 如果 曲面 5 不 
能 表 成 2 = f(x, 和 ) 的 形式 ,那么 它 不 能 代表 偏 微分 方程 (3.1) 的 
解 .因此 ,这 时 上 述 梓 值 癌 题 无 解 . 另外 ,容易 想象 ,与 初始 曲线 可 
交 的 那些 特征 曲线 可 能 并 不 组 成 一 个 曲面 . 例如 ; 当初 始 曲 线 
本 身 是 一 条 特征 曲线 时 ,那些 通过 4 的 特征 曲线 其 实 具 是 4 自己 
而 已 ,这 样 我 们 当然 不 能 得 到 一 个 曲面 :但 是 ,这 时 也 容易 知道 , 任 
何 一 个 包含 特征 曲线 4 的 积分 曲面 都 是 所 求 初 值 问 题 的 解 . 因此 ， 
当 初始 曲线 本 身 是 一 条 特征 曲线 时 ,上 述 偏 微分 方程 的 初 值 何 题 
的 解 是 存在 的 ,可 是 不 唯一 . 
【 例 53 ” 求 偏 微分 方程 
的 积分 曲面 ,使 得 它 通过 初始 曲线 1 
1 I 二 ft yy 一 3 2 一 1 十 相 人 人 人 为 参数 )， 
解 。” 先 解 特征 方程 
二 
于 一 有 
它 有 二 个 独立 的 首次 积分 . 
a = CC, y= 0. | (3.9) . 


一 它 《3, 8) 


2 
= 
避 


利用 初始 曲线 ,我们 有 
3 一 C， HO) = 0:, 
由 此 消去 参数 i, 得 到 关系 式 
Cs = V3G 1 十 了 Cj， 
再 利用 (3, 9) ,我 们 得 到 所 求 的 解 ， 


一 一 
#2 一 3ayl 上 rr 了 cy] ， 


亦 即 
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【 例 6] 试 求 偏 微分 方程 (3. 8) 通过 初始 曲线 
4 z= 0 zy 
的 积分 曲面 . 
解 由 特征 曲线 族 (3.9) 显然 可 见 ,通过 这 条 初始 曲线 4: 的 

所 有 特征 曲线 组 成 的 曲面 为 平面 * = 4, 它 不 能 表示 成 z = fx 的 
的 形式 ,因此 ,这 个 初 值 问题 无 解 . 上 

[二 71 试 求 偏 微分 方程 (3, 83) 的 积分 曲面 ,使 得 它 通 过 初 
始 曲线 


A = y =， 二 t， (> 0), 


解 ” 兄 知 这 初始 曲线 4 与 一 支 特征 曲线 : 
28 一 1， 能 一 1 

重合 - 因此 ,不 难 知道 ,这 初 值 问题 有 无 穷 多 个 解 - [事实 上 ,在 几 
上 取 定 一 点 Po, 并 县 通过 Ps 任意 作 一 条 光 清 的 曲线 如 ,使 得 4 与 
4s 横 截 相交 . 则 通过 加 有 唯一 的 一 个 积分 曲面 名. 因为 刁 是 过 着 
点 的 特征 曲线 ,所 以 如 叶 55, 即 为 通过 4 的 一 个 积分 曲面 .| 

本 音 所 介绍 的 只 是 一 阶 拟 线性 仿 微 分 方程 至 于 一 般 的 一 内 
非 线性 偏 微分 方程 的 理论 和 解法 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 [3] 
和 [8j. 


习 是 11-3 
1. 求解 初 值 问题 ， 
{7 V 了 和 = Ya 
通过 初始 曲线 4， = 一 ”一 < 
2. 求解 声 信 问题 ， 
和 内 人 个 
当 #z 二 如 时 z= 
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习题 答案 与 提示 


习 题 1-1 


3 
- 【13 y 一 a +ez 十 十 oz 十 号 ; 《23 3 一 jeoes， 一 1<xr< 1 


(SI) 区间 (4 划一 起 (z 一 10 十 arc 由 加 )。 
， 利用 隐 范 数 定 理 . 
{1) xy — + y= 0; {2 yy'— 2y y= Os 
《3 ro yy = 0; £4) Cl + fp)?] yg Oo By (Cy? = 1. 
习 题 2-1 
. 不 是 . 


是 ， 六 世 十 29 一 去 六 二 C. 

是 ， ar? 十 2bxy 十 cy 二 太 ， 

不 是 . 

是 ， 十 1)sing 一 姜 

是 ， ety 十 2 十 x9 二 0 

.是 ， 了 十 yinz =. 

- 当 c 关 和 时 , 不 是 : 当 c 二 6 时 ， 是 , 可 es 二 bai 一 所 
， 是， 一 s 二 以 . | 

是， Fr 十 及) 一 和, 其 中 是 了 的 一 个 不 定 积分 . ， 

习 题 2-2 


1) By 2 一 下 天 人 

{2) 3y: — 2In|l 二 wl = 0O, yA Or 1; 
《33 1+ (Cory = 0 和 y= 0 

5 人， 一 翅 人 十 二 守 十 Ci 
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{5) 2tg2 — 2z 一 sin2z 一 COC 和 y= 了 守 十 字 
(6) arcsiny 一 nz = 和 和 #¥ 二 土 1; 
CO 二 2 一 ed, yte A 人 0). 


- C1 2sinady 一 3c0s2r = 3; (27 2 — Net 十 1=0; 


(3) 7 一 2ef: Cd gy 十 亏 扩 十 + 一 1 一 tlnx 一 0} 


(5) y ?21 十 3) 本 == 3. 
Cer 一 1 


3 CD y=sint + C (y= Com! (3) 4 一 HF 二 1' 和 特 解 y 一 士 1 
[| Ce 1. 
， 四 > ~ 路。 有 
4, 设 8 的 运动 轨迹 为 y 二 ytx), 则 万 J 解 出 得 
1 6+ why 
+ 一 bln [i 
2 BC vo 
*5。 上 用 及 证 法 
习 题 ?2-3 
1. Cy= Ce s+ (x — le 7} (2) 一 cost — 2cosz7} 
“ 1 
CW y= {Sin — z 008 7}7 3 《43 3 = | YCarc sinis 十 1， 
2. C1) 令 a 一 3 <2) 将 < 着 作 的 耳 数 ; 
C3) 念 # 一 如 C4) 令 二 siny, 


3， 将 微分 不 等 式 两 端 和 腰 以。 如 (中 汪 ,然后 积分 . 
5、 利用 通 解 表达 式 (3. 6) 进行 证 明 . 


所 求 的 有 界 解 为 ? 一 ,esf(syas. 
7. plf) = 二 Ye pas, jp 二 |， 
习 题 2-4 
1. Cy z= Cr ys {2) yO— + 3= Ct 二 y 二 11; 


(33 8 一 dz 一 3ml8y 十 4 十 寺 | 二: 
(本 天 一 (ce 十 是 10 特 解 了 一 几 
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2, [1 cos Ho 一 2r3in Csin 全 特 解 y 一 z 十 2K 
[2Y We 计 Be = 
, a va 
(33 作 变 换 z = 六,w 二 r?， 可 得 通 积 分 鸭 汪 二 to 2 
,Ht 一 12， 
= oy —1; 
(4) 作 变 换 # 一 扫尾 一 得 通 积 分 (< 一 六 一 DD? 二 (二 六 一 3). 
1 
3. (1) 一 个 特 解 为 y= 去 '， 通 解 为 ?一 37 十 rE 
1 1 
《2 多 I 十 于 二 | 
1 邻 妆 二 2 ， 则 方程 化 威 十 同和 十 pr 十 407) 二 必 . 
wi 三 
5. 微分 方程 为 型 一 十 才 曲线 方 秆 为 are 刘 二 一 到 mm 一 的 一 人 
6. 六 一 200z 十 二 )， 


习 题 2-5 


(1) 可 取 w 二 疗 ; 得 通 积 分 为 3 入 十 六 二 Ce i 


(2) 可 取 4 ~ 二 c9， 得 通 积分 为 ze- Iny = C 


人 一 一 一 
(33 可取 二 地， 得 通 积分 汶 z 十 22 十 扫 一 Cs 


、 gy ， 
(1) 可 取 “ 一 二 十 环 , 得 通 积 分 为 y 二 artg 二 人 
十 多 


mu 


(5) 可 取 ， 一 严 ， .得 通 积分 为 xz 十 二 一 
(6) 可 取 一 部， 得 通 积分 为 证 i 
(7) 可 取 # 一 韦 ， 得 通 积分 为 np -- 二 六 = Ci 


(8) 可 取 ”一 siny' 得 通 积分 为 exsiny … 可 ycos28 十 in2y = 


)_ 1 i | 

5 下 第 守 / 了 寺 
{a I, 
| 

(9! 视 |) = f(s 
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.2 1 开 | ¥ 
(4) | | 了 (二 5 

人 

出 证 
pp 
(5} 一 P! 高 | = fC 98 ， 

二 


3 作 人 实 换 了 = 然后 证 明 变 换 后 的 方程 有 积分 因子 fzrTILPCL ea 一 
CE ,其 中 属 为 齐 次 方程 的 次 数 ， 
二 由 于 AP 十 GD) 一 可 所 以 gCD)CPdz 十 hy) 一 了 Ba 由 此 


可 证 定理 6, 再 设 Pdz 十 0d) = 则 Jacobi 入 下 的 全 一 二 0, 从 而 名 . 
he 


可 表 东 为 下 的 除数 ,定理 6 之 道 得 证 . 


与 中 量 数 相关 . 因此 和 = 光 


一 . 到 
3，、 了 可 利用 上 题 辣 果 - 
可 2-f 
1. tr + = Ky C2) 2 
3] 好 十 总 = Ks £0 2 二 六 一 mm 一 扶 - 
2 (0 -3r 一 天 a 
。 ， 。 2 2y 十 
{3) nfy +t ry 21) 一 一 ac 说 一 一 互 
了 AR 
鸭 23 I 
CA In 十 人) 一 arc tR 一 下 
三 7 > 
3 3 2 一 六 十 1 十 2z 一 二 
1 生生 1 一 上 ~ 
“4 7 二 汪 一 过 “二 二， 7 二 es 
了 3 一 
2 
5 7 人 种 . 
. Ce 
6， 迹 比 辣 常数 为 p; 则 (1 =- it 当时 -= A\， 
习 题 3-1 
1 1) 2 学] 时 解 唯一 , a < 上 时 解 不 队 一 ; 
《2 解 唯 . 
2 er 
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*3, 利用 把 证 法 . 设 有 两 个 通 y( 让 和 人) gyro 一 有 hf 人)* 且 存在 zi > 4， 
使 yl) 守 yfz). 令 二 sup {7 = rr = (2 lr), 
则 可 在 上 点 导出 矛盾 ， 


习 是 3 


3, 不 能 . 原因 是 :在 定义 毕 卡 序列 的 积分 式 41.4) 中 ,yy1(lx) 是 通过 
(Cz) 表示 的 . 一旦 限制 在 子 序 列 上 ,这 种 表示 法 就 失效 了 ， 

* 4， 用 Aseali 引 理 证 明 . (Tonelli 序列 的 构造 方法 昌 不 大 自然 ,但 它 成 功 地 
“克服 了 上 查 中 拟 说 的 困难 .一 7 


后 


习 是 33“ 


F.C) tf oc 二 50}, 或 (一 o0， 0 , 或 0， 二 20) 3} 
《2) (一 eco 十 co 或 (一 ce， 或 (十 oo 
(3) (— oo 十 co 


(4) (e 一 也 ， 0 二 本). 
*4， 檀 网 2 的 方法 证 明 . 
*5。 仿 例 2 的 方法 证 明 . 


习 题 3-4 
1. 利用 解 的 延伸 定理 . 
“ 习 是 41 
f. (01) 通 解 y= 一 当 *” 十 Cx 十 证 01, 特 解 5 一 必 
(2) 通 解 y = clnlz| 十 07, 特 解 y 一 一 二 (nz|)* 


， ， 上 3 
(3) 通 解 > = Csiny 十 ph 特 解 x 一 ey 


2，(1) 通 解 4 一 V2 sn 人 (xz 一 0), 特 解 y= 十 wz 
V5 
2 二 1 1 1 1 
(2) 遂 解 + 二 一 7 = 土 > = 3 一 二 | 二 
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(3) 通 解 yg 一 一下， (一 min 二 CCp 一 Jz) 其 中 


,p= 人 二 特 解 加 一 本 ar ye 六 
入 ，; _ 4 8 32 1 
(1) 令 和 一 通 解 :一 了 Bp' TTT FIR 人 to 


习 题 4-2 


. 《1) 一 一 ut (2) 无 奇 解 ; (3) ¥ = 0. 


2, 分 别 讨论 微分 方程 于 | 一 一 0 和 sin[y 江 | 一 
习 题 4-3 
2. ¥ = zp — parcsing 十 Vp= 蜡 . 
习 是 5-1 
2. 证 明 a 一 
习 题 5 
1. 单 摆 方 程 ， 时 一 yg， 和 一 一 atsinz， 其 a= a/?， 
悬 链 线 方程， a VI 
二 体 运动 方程 ， 窒 一 4 型 一 一 Guisz(zz 十 共 十 地 -oa， 
于 二 5， 于 一 一 6msy( 祝 十 节 十 的 
至 = w, 各 一 一 mexzf 空 十 开 十 好) 
习 题 53 
2， 用 反 证 法 ， 


3. 铺子 : ¥ 二 3，[ 参 见 第 二 章 〖2 的 例 2 和 图 2-2.) 


一 
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习 里 5-4 


gl 


= By PF) zfzo) 二 下，( 为 x 芥 单位 定 阵 》. 


人 


习 题 81 


1 tl) = Cty Yr = Cs {27 = 二 Ortel, Fh = Ceets, 
(SY ye Csint + Crcost, yo 一 Ccost 一 Cysinf) 


Ca = CPt gs = Ce Oo Cat -bt Cret, 


2. (Dr 一 二 ,一 一 二 (ey 一 B+ 二. 


6. 设 ys- 为 相应 齐 次 微分 方程 组 (1. 27 的 一 个 基本 解 组 、 LE 
章 次 线性 微分 方 得 组 (1. 1 的 一 个 特 解 . 则 y 半 0, 且 了 六 六 十 9 瑞 十 睛 济 
(1 ti) 的 = 十 工 个 线性 无 关 解 . 


习 题 6 


“下面 采用 行 向 量 的 写法 .注意 解 的 形式 是 不 唯一 的 - 3 
]. CY etd 一 Be T+ Cl, le 
C2 OO) Ceosar, — tinar) + Crtsinar ,cosary)s 
(B37 O00 Te Ct3BrD, le T+ Ctdr dl + Br +; 
CA OE- D0, le + Ct2teosr — 10sinr, lS5cossr 十 Ssinz, — 1 cosr 一 


jihz3et 十 Cat lfcosr + 20sinr, 15sinr 一 Seogr, — 2eosr 一 1 dsinr)e; 


证 


2 
CBSIC C1 Dr Oe + Ca 1 十 


3 1 


es 


BY to lll yle wt CAld, tl Oe CA O01 er + Cdl, 
1.0.07e27. 


2. (1i) 人 01y03ez 十 Ctrel)er 一 ( 林 ,0 


十 1 ， nC 1 
nas Ys nm + 1) 


TI OC 1a Ctrs 1 二 rie 二 (rT,2T CO I )er; 
ft Cl ~ 0)er + Calsinr Cnsr sinr) 小 Cafeosz，- 一 sihr,cosr) 十 


tf lr0)s 


COSNTY) } 


(2) FIC 1)en z+ Cell le “ri 
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C5) C1 0 Oe 十 Catzy — Ti0)e-r + Oars, ~ 2r,2)e-? + Ce: — 22 
十 ,Tw 一 下 


L ,, 
es 


3. (1) - 3 ze 十 一 zx)e- 全 十 ( 赤 e 一 i 


a00 
了 Ee 
亲 “ 十 有 | 


《2 (Coos2s 一 3sin2y 一 了 , sin2z 十 3c0527 十 全 ai 


£3) (— Zsinz 十 cosz — de 十 Spa ， 一 2sinz 十 2cosz 一 de* 十 28 
{43【 一 3zy 一 3z， 十 27)e Tr, 

和 £ = eticosht 一 Csinh), y= er Cosinb 十 Ceosbt). 

5， 利 用 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 公式 . 


习 是 8-3 


1， 不 予 慎 这 说 其 不 存在 一 个 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 , 它 以 pz) 和 
pzfzry 为 解 组 - 

3 (2 y= Ce Ce T, rz) = 1. 

4. (1) 利用 反 证 法 和 饰 的 存在 和 众 一 性 定 百 . 

C2) 利用 p(x) 的 零点 把 区 间 (om 七 分 割 成 有 限 个 开 区 间 . 在 每 一 个 开 

区 间 内 可 应 用 例 1 的 结论 ;而 在 这 些 区 间 的 册 点 处 分 别 考 义 两 便 解 的 极限 ( 改 
写 (3.11) 中 的 不 定 积分 为 变 上 限 积分 )， 

8. 参考 本 节 例 2 的 第 二 种 解法 

7、 作 自 变量 的 变换 > 二 


8 当 4 六 0 时 ，z = Ceh 十 paets, 其 中 44s 一 二 亲人 均 为 偶数 
汝 4 一 和 时 ,rr = 《CO 十 Cotye* 其 中 = 一 于 为 负数 ; 
当 4 之 0 时 , z 一 eMCicogpt 十 CosinfU), 其 中 一 一 记 ; 为 负数 、 而 4 


二 v ~- 4 (关于 解 的 物理 意义 可 参考 文献 [44] 的 112 一 114 页 ,或 [15] 的 
2]3 一 216 页 .) ~ 
三 


个， 记 A/ ~ 总 ， 当 只 天 加 时 ， ceoset | Casingr | 73 ts 而 


当 总 一 外 时 ,xz 二 Cicostht + Casingt 十 Finea. 《关于 解 的 物理 意义 可 参考 
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文献 [10] 的 134 一 136 页 ,或 门 嫩 的 148 一 120 页,) 


10, (Dy = yes > 


(2) 4 一 Cuer + Coem 一 pi 


C3 y= Ce 二 十 Pa 十 D+ 一 二 Ccos2z 十 sin2r)s 
(A) y= Ce CTs 7 
C5) ¥ = Ce 十 eCsgoks 十 Cosinz)s 
(6) y = (0 + Ca + Cr ye 
(TY ¥ [6 十 Cozyer | COscos ¥ 2 十 Oin v2 r)ers 
(BY = 0 二 (Cs 二 Caryeoosr 十 【如 + Csr}sinzrs 
(9)y = (1 十 晤 zjeosz 一 ( 生 一 2z 十 二 zsinz 
(10)y es 
【11》 y= 【Cioosy 十 Cazsiny yez 十 werfsinx 一 cosr)s 
(2 一 Ce Oa we”: 
(13) 令 z 一 时 ,得 = 言 [OsinCaine) 十 Cacost nx) ]; 


(14) y= O27 二 Gl2z + 1 
习 是 6-4 


]. CY) yo cos2r + Cssin2r 一 2%0052+} 
(2) 3 = Ceoss + Csinr 一 二 zosz 十 二 cos2r; 
(3) 一 CeToosr 十 Cesins + eT, 
(人 一 《On 十 Cozrje 十 十 革 十 二 :十 辣 ， 


C8) 一 Ce 十 Cat 十 二 器 一 二 es 


>》 3 = Cieos2x 十 .Casin2z 一 证 wcos2z 十 让 soih2z; 
_ ， 1 , ,1 

(7 y= et + Cr A 十 ge 

(BY) ys (Ccosr 十 Casinzy 十 er Ceosr 十 zlnz)s 


(9 y= Ce 十 Pocosz 十 Casinz 十 (Is 一 二 er 
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(10) ¥ = Crer 十 《ca 十 Gasyer 十 计 ee 十 2xer 一 7 


(ily = CO CO— Cacosr 十 Casinr)er 十 te 十 击 eosr 十 in 


(42) ¥ = Dicosr 十 Casinz + Gye? — 四 (cossz 十 3sin3z) 一 点 (cos2z 十 
2sin2x): 
(33 ¥ = Cicos2r 十 Casin2z 十 Caer 十 fue-z 十 ze 


Ei 2 Sr? 
(ldy y= CO + Torcosr 十 【2a 十 Or)sins 一 ssing 一 【了 一 Te I Coszy 
. 12 48 16 
05) = Ci ort Cer 十 Ko 二 Cer + Gor) — pr 
2. C1) # = 1 se 十 也 
5 5 
“ 二 
CO ye 7 了 > 一 5 sin V 了 2 一 全 
青 反 了 
{3) ¥ 一 Doseuy 十 二 eeezsnecz 一 Va: 
《4) = ee 二 cosz 十 Bsinz) 十 Be 
BY 1 fe, 
(60) y= (z ~ t+ er. 
4 C1) 0 — 2Cc0w 一 2Cssing + et — togt, 
# = 二 Ceost + Cysint 一 ee! 十 二 ieoati 
22 一 en 十 es 十 Ca 十 天 一 3 十 3， 
¥ 一 eit— 2 Oi 
3 一 20C8 十 二 一 
{Cas 一 总 人 十 ee 十 了 Cocos3l 十 7C9in3t 十 $e, 
y=— Ce 一 Cae-t + SCscos3t + SCisin3t — 4 
(r= 二 CT Ce 二 十 凡 一 让 or 一生 寺 e*， 
一 1 1 1 十 1 
一 好 一 -| a 型 
了 一 一 2oe 十 如 十 本 3 十 可 6 十 了 。 
可 题 7-1 


2. 念 六 =3 只 二 ”由 可 把 (8 化 为 微分 方程 组 的 情形 . 注意 ,在 定 
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理 ? 中 当 一 十 oo 时 ,pa 


2 
有 -3 一 一 一 一 一 .| vv 
上 Cony 


二 1 1 
L Dn 一 1 十 本 呈 十 玉 
1 : 1 . zal 
一 -rT" 和 nn 一 一 
i 


n 十 1 
二 tm 十 a -一 a1 十 
分 别 可 四 一 la 一 0 和 mm 一 Do 二 1 加 得 两 个 线性 无 关 解 


(21 遂 推 公式 为 wii = 盏 士 生 =1，n 1 解 为 


a 


C3) 递 推 公式 为 ttn 十 了 as+tl 二 aa 一 1)ou -一 ox-1， 两 个 解 为 


2, CD FO = 1 0 = 0 y*(0) =— 3, 
a 


一 1 一 到 
(29 0 一 0， C0) =— 2 gD) 一 0 一 了 一 辣 训 十 
一 2 十 


3. y= mall 一 Er 一 2 十 十 ak 十 2 
生生 各 十 由 于 tz 一 而 于 > 所 以 当 4 为 非 负 
偶数 时 ,上 面 的 解 就 成 为 多 项 式 , 它 称 为 Hermite 多 项 式 ， 

4， 先 把 sinz 展 成 莉 级 救 ,然后 再 求 蚕 级 数 解 可 得， 


出 
tt". 


Le | 
习 题 7-3 


1 


*1. 注意 函 束 G(z, 人 ) 满足 方程 (1 一 2) 加 一 各 人 十 #8 人 二 1 晕 0 


2， 比较 ta 的 系数 
另 -个 线性 无 关 的 解 为 @v(z) = P(r) | 7 一 时 pyciy 字 。 关于 
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当 z 一 1 时 xtx) 的 无 界 性 ,可 和 驮 考 文 献 F14] 中 第 143 页 的 证 明 . 
习 题 7-4 


]， C2 Zz 二 士 1 流 常 点 ;z= 二 0 为 正则 奇 点 ; 
(2) z 二 士 1 为 正则 表 点 ,x 一 上 0 为 党 点 1 
(3) z 二 十 1 为 正 刚 麻 点 ;一 0 为 非 正 刚 奇 点 ; 
Cz 二 十 ] 为 正则 奇 点 ,一 各 为 非 正 则 奇 点 
(52 一 人 1 为 常 厦 , 7 三 一 工 为 正 刚 奇 点 . 


_ ,1 | eo _ 【一 1 wz2a 
2. C1) [1 | ret | 
i 【一 Dx , | 
“lt a “ 
(2 TR pe J 


Ey 1) 
yn =z|! + Dr 
__ 《一 1) nn 

n= [1 + 2 rr 


(4) 只 有 一 个 广义 每 级 数 解 y= ‘! 工 十 > a ~ 


t5) 只 有 一 个 广义 每 级 数 解 y 一 1 十 2 i 
3. 《3) 收 化 半径 为 1. | 

| 习 是 ?5 
3. 令 ! 一 字 坟 ，y 一 坟 s, 则 方程 化 为 中 十 4 和 十 [一 < 了 = 0， 


从 而 求 得 诛 方程 的 通 解 为 = Vz [czil 全 c++ Coy [之 过 )] | 


习 题 8-2 


2. 零 解 稳定 的 充 要 条 件 为 『“a(5)4s<< 二 cc 而 堆 解 渐 近 稳定 的 充 要 条 


件 涩 feces oe. 
中 


Id 
ee 
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3. 平衡 点 x = 0 是 稳定 的 ;但 不 是 新 近 稳 定 的 . 

4. 利用 第 二 章 8 3 的 结果 ， 

5. 取 V 二 方 (2 十 六 ), 由 定理 4 可 知 : 若 存在 s>0, 使 当 0 之 十 六 之 
:时 1 fz4 拉 这 0 ( 池 人 或 之 0 则 方程 的 零 甫 是 新 近 稳定 的 (稳定 的 ,或 不 稳 
定 的 >. 四 

6. 讨论 与 所 给 方程 等 价 的 方程 组 2 二 #9 一 一 9x) ,并 取 (ry 一 


1 f 
EY¥ 十 C8) ds 


7, 平衡 点 (1,0) 是 不 稳定 的 ; 平衡 点 (一 1,0) 是 稳定 的 ,但 不 是 靳 近 稳 
定 的 (可 用 第 五 章 8 1 中 的 相 平面 作 图 法 ,或 参考 第 八 章 $4 中 对 方程 (4. 11) 
的 奇 点 所 作 的 分 析 )， 

8，(1) 稳定 ; 《2) 稳定 ，《〈3) 稳定 ， (4) 不 稳定 (考虑 六 二 zy). 


习 是 83 
1. 不 妨 考 虑 矩阵 4 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 


Xo 6 6 0 0 

0 路， |, 中 ， [。 do) 
在 第 一 种 情况 下 ( 设 天 介 , 相 轨 线 只 有 两 种 类 型 ;y 轴 上 的 每 一 点 都 是 奇 点 ， 
而 垂直 于 y 轴 的 每 条 直线 被 轴 分 割 成 两 条 胃 线 .在 第 二 种 情况 王 ,# 轴 上 的 
每 一 点 仍 是 奇 点 ,而 平行 于 轴 的 每 条 直线 都 是 烛 线 . 在 第 三 种 情况 下 , 相 平 
面 上 的 每 一 点 都 悬 奇 点 - (请 广 意 前 两 种 情况 下 , 非 奇 点 的 雪线 上 的 方向 , ) 

2. 《1) 中 心 点 ; (23 不 稳定 的 两 向 结 点 : (3) 租 点 ; 

(4 不 稳定 的 单 向 结 点 ; “52 不 稳定 的 星 形 结 点 . 
3 利用 格林 公式 . 


习 题 -1 


1. 利用 反 证 法 . 

2. 与 方程 六 十 4 一 0 进行 比较 . 

3. 适当 选取 函数 w(z)，, 使 得 在 变换 ? = utz)z 之 下 ,把 贝 赛 尔 方程 化 为 函 
数 :关于 = 的 方程 后 ,z 项 系数 为 零 { 由 此 可 定 出 wtz)) , 具 而 可 应 用 本 节 的 判 
回 法 . 


习题 管 案 与 提示 383 


*4。 利用 反 证 法 和 定理 2 以 及 解 的 周期 性 . 
5， 在 定理 2 中 取 Rx) 一 Ptz). 


习 题 #2 


]. (C1) 加 一 (2 tx) ， 折 一 sin[ Le 二 la | yD 
f{2] A = Mr Oo 1 gr CO Commrt, nom Orl, rr. 
2. 令 z 一 e, 则 方程 化 为 了 一 (1 十 入 一 知 二 0, 通 解 为 y 一 Ciet 十 Cool 
3. 对 方程 (2- 3) 作 变 换 y 一 u(r) ,并 选择 适当 的 函数 4, 使 新 的 未 知 函 数 
满足 形 如 z* 十 Atx)z 一 0 的 方程 ,然后 得 令 x 二 (四 ,选择 适当 的 了 , 便 可 将 
{2.3) 和 化 为 (2.8) 的 形式 . 


习 题 9-3 
(2n 十 1 了 ， _2 1 
1. dn 一 和 二。 pn Cesin 5 二 ve 一 由 一 0 


2 和 一 4， 执 一 Tsin2nmyz + De O22 at 一 0 1 ,2 


*3， 先 到 齐 次 方程 六 十 以 十 tr 一 0 的 二 个 线性 无 关 的 和解 plz,4) 和 
#tzy ,它们 分 别 满足 初 值 茶 忻 ; p00, 一 aine， 和 人 ,说 一 rosey 和 01 加 
一 一 sosa， 和 (0 和 一 sina， 热 后 ,利用 常数 变易 法 求解 二 述 边 值 问题 . 


, 习 是 9a 
2. 注 章 有 (的 0 当 D 和 #1 pn= 环卫 ) J 
习 映 95 


1. 应 用 本 节 的 定理 5. 
2. 念 z = 和 加, 出 方程 化 为 迪 十 28 一 sia2rt 十 5h2as， 然 后 再 利用 本 节 的 
定理 5. 
“4. 利用 本 章 # 1 的 习题 4， 
习 是 i0-? 


1. 利用 隐 函 数 定理 ,参看 本 节 定 至 2 和 定理 3 的 证 明 ， 


一 a 


384 习 是 


2 利用 鲁 台 函数 求 导 法 则 及 不 


习 起 


2. 注意 , 若 C 拓 0 即 初始 点 在 单位 图 内 刘 下 一 前线 当 缚 一 总 时 都 趋 
于 (0,0) 点 . 因此, 如果 存在 包含 c0.0) 点 的 大 范围 首次 积分 种 (cg)* 则 鱼 在 单 
位 唔 内 为 常 值 , 而 这 与 首次 积分 的 定义 相 学 盾 . 

4. 这 是 把 第 2 王 的 结果 推广 到 一 盘 情 形 . 


习 站 1-1 
1. oa 对， 宇 “| ; 
Dep, Ge lz toto); 
《3 二 一 是 本 一 在 二 各， 区 ] . 


2. Cy=y— a 2 Dv ve); 
C2) 4 一 人 1| 玉 十: A TS ET 
. | 2¥ 


可 是 11-2 
1 CD 二 zz 一 下 33 十 209 十 坪 帮 十 9 人 一 2 一 3 
(2) 一 二 去 到 十 二] . 
2. 了 一 {expL2( v7- DT A + 
习 出 11.3 
4 初 嫩 曲线 与 方程 的 一 条 特征 的 线 重 合 , 因 雍 这 初 值 问题 寡 元 劳 议 个 


(好 一 名 


2 < 二 gy 


